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Introduction 

Soit Tig une surface compacte, connexe, sans bord, orientée et de genre g £ N. Fixons 
une structure réelle sur Sp, c'est-à-dire une involution cs de qui renverse les orientations. 
Nous dirons alors que le couple (Sg, cs) est une courbe réelle. Considérons un fibré vectoriel 
complexe N sur S^. Fixons aussi une structure réelle sur A^, c'est-à-dire une involution cat de 
induite par un isomorphisme entre N et d^N. L'ensemble MS^ des points fixes de cs est 
une sous- variété de dimension 1 de S^, éventuellement vide, au-dessus de laquelle l'ensemble 
M.N des points fixes de cn forme un fibré vectoriel réel de rang rg(A"). Prenons un opérateur 
de Cauchy-Riemann d sur N qui est équivariant pour les actions de cjsf sur les sections de N et 
sur les (0, l)-formes à valeurs dans N (voir Définition 1.1). Un tel opérateur induit une unique 
structure holomorphe sur N pour laquelle cjv est anti-holomorphe (voir [15]). Le noyau 
de cet opérateur, noté H^{T,g,N), est alors formé des sections holomorphes de N, et son 
conoyau, noté iJj(Sg, A^) est canoniquement isomorphe au premier groupe de cohomologie 
du faisceau des sections holomorphes de N. L'involution cn induit deux applications C- 
antilinéaires sur ces deux espaces ; nous noterons avec un indice -|-1 les espaces propres 
associés à la valeur propre 1 de ces applications. Notons Det(ô) la droite déterminant du 
complexe trivial {{H^ÇEg, N)^i,d)}. L'ensemble WC{N) de tous ces opérateurs de Cauchy- 
Riemann sur (A, cat) est un espace contractile, et l'union de toutes les droites déterminant 
forme un fibré en droites réelles Det(A) au-dessus de MC(A) (voir [17]). Remarquons que 
lorsque AT est de rang 1 et de degré congru à g — 1 modulo 2 le fibré Det(A) induit un fibré 
en droites réelles qui n'est a priori pas orientable sur la composante du groupe de Picard 
réel de (E^, ce) contenant les fibrés en droites holomorphes réels de degré deg(A) et dont la 
partie réelle a même première classe de Stiefel-Whitney que MA (voir §3.3). D'autre part, 
le groupe RAut{N) des automorphismes de {N,cn) agit naturellement sur Det(A"). Le but 
de cet article est d'étudier cette action. 

Celle-ci apparaît lorsque l'on s'intéresse à l'orientabilité de l'espace de modules RMg{X, J) 
des courbes réelles J-holomorphes dans une variété symplectique (A, oj) munie d'une invo- 
lution cx anti-symplectique, qui sont de genre g et de degré d G iÎ2(A, Z), et où J est une 
structure presque complexe générique sur X compatible avec oj rendant cx anti-holomorphe. 
En effet, étant donnée une telle courbe immergée u : (S^, cs) — )• (A, cx), on a un morphisme 
de monodromie ^ : 7ri(MA^g(A, J),u) — t- 7ro(M^'ut(A„)), où A^ est le fibre normal à u. Alors 
pout tout 7 G Tïi{RMg{X, J),u), la première classe de Stiefel-Whitney de MA^g(A, J) cal- 
culée le long de 7 est nulle si et seulement si /x(7) préserve les orientations de Det(At() (voir 



Dans le présent article, nous étudions l'action du sous-groupe MGL{N) de 'RAut(N) 
formé des automorphismes de {N,cn) qui valent l'identité sur Sg. D'une part, un élément 
de M.GL{N) induit une permutation de l'ensemble à 2bo{M.Y!fg) éléments formé des structures 



[6]). 
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Pin sur M.N. Nous notons ep± : ]S.GL[N) —y Z/2Z le morphisme calculant la signature de 
ces permutations. D'autre part, nous montrons qu'un élément de M.GL{N) agit à travers son 
déterminant sur les classes de bordisme de structures Spin réelles sur (Sg,cs) (voir §3.1.3). 
Etant donnée une structure complexe sur (Sg,cx;), une structure Spin réelle est la donnée 
d'un fibré en droites holomorphe L sur (Sg,cs), admettant une structure réelle et dont le 
carré est isomorphe au fibré canonique de Sg. Une telle structure admet une première classe 
de Stiefel-Whitney donnée par wi{M.N). Nous dirons alors que deux structures Spin réelles 
sont bordantes si elles ont même première classe de Stiefel-Whitney et si elles ont même 
invariant d'Arf. Nous notons alors : M.GL{N) {0, 1} le morphisme valant seulement 
pour les automorphismes préservant les classes de bordisme de structures Spin réelles sur 
(Sg,cs) de première classe de Stiefel-Whitney w. La première partie du résultat principal 
de cet article est le Théorème suivant. 

Théorème A. Soit (AT, cjv) un fibré vectoriel complexe muni d'une structure réelle sur 

(EgjCj]), de partie réelle non vide. Si deg{N) = g + 1 mod 2, alors le signe de l'action 
d'un automorphisme f G RGL{N) sur les orientations de Det(A'') est donné par le produit 

Lorsque deg(A) = g mod 2 et rg{N) = 1, l' automorphisme — id^v préserve les structures 
Spin sur T,g mais renverse les orientations de Det(A) d'après le Théorème de Riemann-Roch, 
ce qui montre que le Théorème A est faux dans ce cas. Nous définissons alors un nouveau 
morphisme sn : MGL{N) — >■ {0, 1} en prenant en compte l'action des automorphismes sur 
les orientations des composantes orientables de RN (voir §3.2.1). Nous obtenons alors, 

Théorème B. Soit {N,cn) un fibré vectoriel complexe muni d'une structure réelle sur 
(I]g,cx;), de partie réelle non vide. Le signe de l'action d'un automorphisme f G M.GL{N) 
sur les orientations de Det(A) est donné par le produit ep±{f){ — lY'^^-^\ 

Ainsi, nous obtenons une interprétation en termes topologiques de l'action de MGL(A^) 
sur les orientations de Det(A). 

En guise d'application, nous calculons la première classe de Stiefel-Whitney du fibré en 
droites réelles induit par le fibré déterminant sur le groupe de Picard réel d'une surface de 
Riemann réelle (Sg,CE) (voir les Théorèmes 3.4 et 3.5). 

Cet article est organisé de la façon suivante. Nous commençons par exposer quelques 
préliminaires concernant les éléments de WGL{N). Nous décrivons notamment la classe 
d'homotopie d'un tel automorphisme (voir §1). Les parties 2 et 3 sont consacrées à la dé- 
monstration des Théorèmes A et B. Nous traitons tout d'abord le cas d'un automorphisme 
de déterminant 1 (voir Théorème 2.1). Ceux-ci agissent trivialement sur les structures Spin 
réelles et leur action sur les orientations de Det(A^) est entièrement décrite par le morphisme 
£p±. Nous passons ensuite au cas général. Nous montrons qu'il nous suffit de traiter le cas où 
N est de rang 1. Nous décrivons alors l'action d'un élément de MGL{N) sur les structures 
Spin réelles de T,g puis nous relions celle-ci à l'action de M.GL[N) sur les orientations de 
Det(A). Pour cela, nous traitons le cas du fibré trivial (Ç, conj) en décrivant le conoyau 
d'un opérateur de Cauchy-Riemann réel sur ce fibré puis nous nous ramenons à ce cas en 
utilisant des transformations élémentaires (voir §3.2.3). 

1 Le groupe des automorphismes d'un fibré réel 

Soit (Sç,,cx:) une courbe réelle. Les points fixes de cs forment une sous- variété de di- 
mension 1 de T,g notée MSg, qui n'est pas nécessairement connexe ou non vide (voir [18]). 



3 



La lettre k désignera toujours le nombre de composantes connexes (MSg)i, . . . , (MSg)^ de 
MSg, et nous supposerons à partir de maintenant que k est non nul. 

Considérons un fibré vectoriel complexe {N, cjv) muni d'une structure réelle sur ÇEg, cs)- 
Nous noterons généralement (RN)i la restriction du fibré RiV au-dessus de (RSg)j. 

Nous appellerons morphisme entre deux fibrés vectoriels complexes munis de structures 
réelles ttn '■ (-/V, cat) — )■ (S^jCe) et ttat' : (A^',cjv') — (Sg,cx;') une paire composée 

- d'un difféomorphisme (f) : (Sg,cs) (S^,cs') Z/2Z-équivariant et préservant les 
orientations 

- d'une application $ : (A'', cjv) {N' , cn') Z/2Z-équivariante, C-linéaire dans les fibres 
et faisant commuter le diagramme 

iN,CN)^^{N',CN') 

TTjv 

(Sg,cs) (Sg,cs')- 

Notons M.GL(N) l'ensemble des automorphismes de {N, cjv) au-dessus de l'identité. Nous ne 
considérerons dans le présent article que de tels automorphismes, le cas général étant traité 
dans []. 

Nous rappelons tout d'abord un résultat de classification de ces fibrés à isomorphisme 
près qui nous sera utile par la suite (voir par exemple les Propositions 4.1 et 4.2 de [4]). 

Lemme 1.1. Deux fibrés vectoriels complexes munis de structures réelles {N, cn) et {N', c^v') 

sont isomorphes au-dessus de l'identité sur (S^jCs) si et seulement si ils ont même rang, 
même degré et si leurs parties réelles ont même première classe de Stiefel- Whitney. □ 

Notons RJ(Sg) l'ensemble des structures complexes de T,g compatibles avec l'orientation 
fixée et pour lesquelles cs est anti-holomorphe. Cet espace est non vide et contractile (voir 
[18], [22] et [24]). 

Définition 1.1. Fixons une structure complexe J £ RJ(Sg), un entier k > 1 et un réel 
p > 1 tels que kp > 2. Un opérateur de Cauchy-Riemann réel sur {N,cn) est un opérateur 
C-linéaire 

d : L'='P(Sg, TV) ^ L''-^'P{^g, A^'^Sg ® AT) 

équivariant sous l'action de cn et vérifiant la règle de Leibniz : 

V/ G C^i^g, C), G L'^'Pi^g, N), d{fv) = djif) ® V + fd{v), 

où dj = ^ (d + z o d o J) . 

Pour tout J G RJ(Sg), notons R.Cj{N) l'espace des opérateurs de Cauchy-Riemann sur 
{N, On) au-dessus de (S^,, c^) munie de la structure J. Cet ensemble forme un espace affine 
de dimension infinie (voir [17]). Nous noterons d'autre part MC(iV) l'ensemble des paires 
(d, J) où d est un élément de RCj(iV). 

La structure réelle cn induit une involution C-antilinéaire sur les espaces de Banach 
L'''PÇEg,N) et L'^~^'P(J:g,A^''^'Eg (g) N). Nous notons avec un indice -|-1 (resp. -1) les sous- 
espaccs propres associes à la valeur propre -|-1 (resp. —1). Un opérateur de Cauchy-Riemann 
réel d induit par restriction un opérateur Fredholm de L^'P{T,g, N)+i dans L^-^^P{Y.g, A^'iS^® 
A^)+i. Nous notons respectivement i/J(Sg, iV)_|_i et H^{T,g, N)^i le noyau et le conoyau 
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de l'opérateur obtenu. Par régularité elliptique, ces deux espaces vectoriels ne dépendent 
ni de k ni de p. Il existe sur l'ensemble RC{N) un fibré en droites réelles Det(Af) dont 
la fibre au-dessus de l'opérateur d est son déterminant Det(ô) = A'^^H^ÇEg, N)+i (g) 
(A|'^^i7|(Sg, A^)+i)* (voir 3.5). Comme RC{N) est un espace contractile, le fibré Det(iV) 
est orientable. 

Nous étudions dans les §§2 et 3 de cet article l'action des automorphismes réels de 
{N,C]sf) relevant l'identité sur le fibré Det(A?^) au-dessus de WC{N). Cette action est définie 
de la façon suivante. Tout d'abord, les automorphismes réels de {N,C]\f) agissent sur les 
espaces de sections de et de (0, l)-formes à valeurs dans N d'une part et d'autre part sur 
les structures complexes de (Sg,cs) respectivement par 

(^,0)*s = $(s)o,/.-i 
($, (pY'a = o a o dçi» et 
($,(/,)*J = d(/.-io Jod0 

où s est une section de N, a est une (0, l)-forme à valeurs dans N et J une structure 
complexe sur la surface (voir [24]). De plus, cette action est Z/2Z-équi variante. Ceci induit 
une action sur l'espace MC(iV) 

($, cPTid, j) = (($, 0)* {B (($, </>).)) , (a>, 0) V) 

et donc sur le fibre Dct(iV). 

Rien ne garantit qu'en agissant sur ce fibré les automorphismes réels de (A'^, cn) pré- 
servent ses orientations. Nous allons donc étudier plus précisément l'action des éléments de 
M.GL{N) sur les orientations du fibré Det (A/"). 

Remarquons tout d'abord que cette action ne dépend que de la classe d'homotopie de 
l'automorphisme réel de {N,cn)- Ainsi, nous commençons par décrire la structure des au- 
tomorphismes réels d'un fibré vectoriel complexe muni d'une structure réelle {N,cn) sur 
(Sg,CE) pris à homotopie près. 

Introduisons pour cela le sous-groupe 

RSL{N) := {$ G RGL{N) \ \/x G Sg, det($^) = 1} 
des éléments de MGL(N) de déterminant 1. 
Lemme 1.2. Les suites suivantes sont exactes : 

^ RSL{N) RGL{N) ^ MC°°(Sg, C*) ^ (1) 

^ ker(rest) RSL{N) ^ t:q{SL{RN)) (2) 

où : 

rest : RSL{N) 7ro(5L(MiV)) 

De plus, ker(rest) est connexe. 

Notons avant de passer à la démonstration que l'application det est définie comme la 
composée de 

MGL(Ar) ^ MGL(det(7V)) 
$ i-> det(<I)) 

et de l'isomorphisme canonique MGL(det(A^)) = MC°°(i;g,C*). 
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Démonstration. (1) D'après le Lemme 1.1 nous avons un isomorphisme 

{N, cn) = (det(iV), Cdet(iv)) e {Ç'^^''^-\ conj) (*) 

où {Ç^'^^^^^^ , conj) est le fibré trivial de rang rg(iV) — 1 sur (Sg,cs), et det(A^) = 
A^^N. Si / est un élément de MC°°(Sg,C*), on obtient, grâce à l'isomorphisme (*), 
un automorphisme de {N,ciy) $j = / © idj^rg{]v)-i vérifiant det($_^) = /. 
(2) Etudions tout d'abord la surjectivité de rest. Fixons pour cela une classe [^] dans 
7ro{SL{RN)). Choisissons aussi deux ouverts emboîtés MFj C MV^ C MJ7j homéo- 
morphes à des intervalles sur chaque composante (MSc,)i, et k paires d'ouverts emboî- 
tés disjointes Vi C Vi C Ui, . . . ,Vk C Vk C Uk de Tig invariants sous l'action de cs et 
homéomorphes à des disques, tels que Ui Ci WSg = M[/j et Vi Ci ME^ = MT^. Prenons 
un représentant ^ de la classe [^] tel que ^ soit l'identité en dehors des MVi. En 
trivialisant {N,cn) au dessus des Ui, ^|]Ry: nous fournit k chemins dans SL^gf^p^^ÇR) 
dont les extrémités se recollent en l'identité. Ces lacets peuvent être homotopés dans 
S'Li.g(7v) (C) (qui est simplement connexe) sur le lacet constant égal à l'identité. Ainsi, 
pour chaque i on peut prolonger ^' sur une composante de Ui — MC/j puis sur tout 
Ui grâce à la structure réelle de {N, cn) de sorte que ce prolongement soit l'identité 
sur Ui — Vi- On obtient un automorphisme réel de {N,cn) relevant la classe [*] en 
prolongeant en dehors des U par l'identité. 

Considérons enfin la connexité du noyau de rest. Fixons une triangulation T de (S^, cs) 
invariante sous l'action de cs. Prenons $ un élément de ker(rest). On peut supposer 
que la restriction de $ à WEg est l'identité. On homotope $ sur id progressivement : 

1. tout d'abord au-dessus des sommets de T, 

2. puis au-dessus des arêtes de T, ce que l'on peut faire puisque 7ri(S'Li.g(jv)(C)) est 
trivial, 

3. et enfin au-dessus des faces de T, ce qui est possible car 7r2(S'-Lrg(iV)(C)) est trivial. 

□ 

Remarque 1.1. — 

- Si rg(iV) > 3, TTo{SL{RN)) ^ (Z/2Z)^, où A: = bo{M.^g). 

- Le cas rg{N) = 2 est particulier. Le Lemme 1.3 en donne une description. 

- Lorsque rg(A/") = 1, l'appHcation det : RGL{N) MC°°(Sp,C*) dans la suite exacte 
(1) est en fait un isomorphisme, et le groupe M.SL{N) est trivial. 

Lemme 1.3. Soit {N,ci^) un fibré vectoriel complexe de rang 2 muni d'une structure réelle 
sur (Sg,cs). Alors, le groupe 'ïïo{SL[M.N)) est isomorphe à x (Z/2Z)'^~, où 

k+ = card{l <i<k\ wi(RN){[RT.g]i) = 0} 
et k- = card{l <i<k\ wi{RN){[REg]i) / 0} . 

De plus, avec les notations du Lemme 1.2 et sous cet isomorphisme, l'image de rest(— id) G 
7ro{SL{RN)) ^ Z''+ x (Z/2Z)''- par l'application de réduction modulo 2 Z'=+ X (Z/2Z)''- 
(Z/2Z)'= est égale à (u;i(MiV)([MSg]i), . . . , u;i(MiV)([MEg]fe)). 

Démonstration. Fixons 1 < i < k. Nous distinguons deux cas, suivant que (MiV)j (MSp)j 
est orientable ou non. 
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Si tt;i(MA^)([MSp]J = : Nous pouvons dans ce cas trivialiser le fibré (RN)i. Dans cette 
trivialisation, un automorphisme du fibré à homotopie près est donné par une classe 
dans le groupe fondamental de S'L2(M). Or, ce groupe fondamental est isomorphe à Z. 

Dans le cas particulier de — id, nous obtenons le lacet constant égal à ^ ^ 

qui est homotope au lacet constant égal à l'identité. 
Si i(;i(MA?^)([MSg]J = 1 : Le raisonnement employé ici s'inspire de [21]. Le fibré (MiV)j 
est isomorphe au fibré [0, 1] x E?/{0,v) ~ (l,r(t;)) où r{xi,X2) = (xi, —2:2). Sous cet 
isomorphisme, un élément de SL[(E.N)i) correspond à une application / : [0, 1] — >■ 
S'L2(M) vérifiant /(O) = r/(l)r. Cette dernière condition se réécrit grâce à la décom- 
position polaire, produit d'une rotation par une triangulaire supérieure à coefficients 
diagonaux strictement positifs, 

V ^ A(t) 

en ^(0) = —^(1) mod 27r et a(0) = — a(l). D'autre part, cette décomposition fournit 
aussi une rétraction de S'L2(M) sur S02{^) 



h: [0,l]x5L2(M) ^ SL 

\ a\\ ( {l- s)\ + s (l-s)a 



^'"' i ^ ' V 



A / / \ (l-s)A+s 

qui préserve les conditions précédentes. En appliquant cette rétraction, nous obtenons 
une homotopie h{s, f) joignant / à vq. Ainsi, une classe d'homotopic d'éléments de 
SL({M.N)i) correspond à une classe d'homotopie d'applications 9 : [0, 1] — >• M/27rZ 
avec é'(O) = — é'(l) mod (27r), c'est-à-dire à une classe d'homotopie de sections d'une 
bouteille de Klein (vue comme fibré en cercles au-dessus du cercle). Or, il n'y a que 
deux telles classes qui sont définies par les lacets d{t) = et 9(t) = tt. Le premier 
correspond à id, le second à — id. 

□ 

Notation 1. — On note rest2 la composée de rcst avec la réduction modulo 2 

Tro{SL{RN)) 7To{SL{RN))/2Tro{SL{RN)) ^ (Z/2Z)'=, 
et on notera avec un indice i entre 1 et A; les composantes de rest2. 



2 Étude des automorphismes réels de déterminant 1 

Nous nous intéressons dans cette section à l'action du groupe RSL^N) des automor- 
phismes réels de déterminant 1 d'un fibré {N,C]sf) sur le fibré Det(A^). 

Comme nous l'avons noté dans la Remarque 1.1, lorsque le rang de A'^ est égal à 1 le 
groupe M.SL{N) est trivial et agit donc trivialement sur le fibré Det(A'"). Nous supposerons 
dans cette section que est de rang au moins deux. 

D'après le Lemme 1.2, cette action se factorise à travers le morphisme rcst2 et nous 
commençons par réinterpréter ce morphisme en termes d'action des automorphismes sur les 
structures Pin"^ de MA". Nous étudions ensuite l'action des automorphismes de déterminant 
1 sur le fibre Det(A^) et nous démontrons en particulier le Théorème 2.1 qui est un cas 
particulier du Théorème B. 
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Théorème 2.1. Soit t un automorphisme de (N, cn) relevant l'identité et de déterminant 1. 
Alors t préserve les orientations dufibré Det(iV) si et seulement si le nombre de composantes 
de M.N dont les structures Piri^ sont échangées sous l'action de t est pair. 

Celui-ci fournit une interprétation topologique de l'action de 'RSL{N) sur les orientations 
du fibré Det(Ar). En guise d'application, nous donnons une condition nécessaire et suffisante 
pour que le fibré déterminant au-dessus d'un lacet d'opérateurs de Cauchy-Riemann soit 
orientable. 



2.1 Automorphismes réels et structures Pirî^ sur 'RN 

Commençons par quelques rappels au sujet des structures Piri^. Fixons un fibré vecto- 
riel réel V de rang n au moins 2 au-dessus d'une base B et notons Ry le fibré principal des 

repères associé. Ce fibré a pour groupe structural GL„(M) ; celui-ci a un revêtement double 
(topologiquc) non trivial au-dessus de chaque composante connexe qui admet deux struc- 
tures de groupe distinctes relevant celle de GL„(M). Ces deux groupes sont notés GLn (M) et 
GLn (M). Une structure GLn sur V est la donnée d'une classe d'isomorpliisme de paires 
composées d'un fibré principal -P^± sur B de groupe structural GL„ (M) et d'un mor- 
phisme de fibrés J~± ~^ ^v, revêtement double équivariant pour les actions de GL„(M) et 

i GL 

GLn 



Remarque 2.1. — La définition que nous donnons ici ne diffère que peu de la définition 
usuelle des structures Pirv^ utilisant les groupes 0„(M) et Pm^(M) (voir par exemple [14]) 

au lieu de GLji(R) et GL„ (R), car GL„(R) se rétracte sur 0„(R). Nous avons une corres- 
pondance naturelle entre les structures Pirî^ et GL^ ■ Ceci nous permet donc de parler de 
structures Piri^ sans se soucier de fixer de métrique sur les fibrés considérés. 

Pour terminer, notons que l'obstruction à l'existence d'une structure Pin^ (resp. Pin~) 
sur le fibré V est donnée par la classe caractéristique W2{V) (resp. W2{V) + -wf (F)) (voir 
[14]). 

Les fibrés {M.N)i ayant pour bases des cercles, nous avons W2{i^N)i) = w\{{WN).i) = 0. 
Ils admettent donc un ensemble de structures Pin^ que nous noterons Piri^ {{RN)i) . Ces 
ensembles sont des espaces affines sur if-^((RSg)j, Z/2Z) (voir [14]). 

D'autre part, les éléments de M.SL{N) agissent sur ces structures par tiré-en-arriêre : 
pour $ G RSL{N), P et P' deux structures Pin"^ sur (MiV)j, nous avons $*(P') = P s'il 
existe un morphisme ^ : P ^ P' tel que le diagramme suivant commute 

l> 

P ^P' 



Y 

Cette action est en fait une action par translation sur Pin^((RA^)i) et fournit un morphisme 

r : RSL{N) i/^(MEg, Z/2Z) = (Z/2Z)'=. 

Nous rappelons enfin le lemme suivant (voir [21], Lemme 2.6) qui relie l'action des au- 
tomorphismes réels de N sur les structures Pin^ de M.N et les classes d'homotopie de leurs 
restriction à 7 
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Lemme 2.1. Les applications rest2 et r sont égales. 



□ 



Plus généralement, si M est un fibré vectoriel réel de rang au moins 2 sur un cercle, alors 

- lorsque M n'est pas orientable, il y a exactement deux classes d'homotopie d'auto- 
morphismes de déterminant 1 de M ; l'une (celle de l'identité) préserve les structures 
Pin^ de M l'autre les échange. 

- lorsque M est orientable et de rang au moins 3, il y a exactement deux classes d'homo- 
topie d'automorphismes de déterminant 1 de M ; l'une préserve les structures Pin^ 
de M l'autre les échange. 

- lorsque M est orientable et de rang 2, les classes d'homotopie d'automorphismes de 
déterminant 1 de M sont toutes multiples de celle provenant d'un générateur de 
7ri(iS'02(M)) ; les multiples pairs préservent les structures Pin^ de M, les multiples 
impairs les échangent. 

2.2 Action des automorphismes réels de déterminant 1 sur les orienta- 
tions du fibré déterminant 

Prenons tout d'abord une structure complexe J G MJ(Sp) qui sera fixée pendant tout 

ce paragraphe. 

Nous allons établir le Lemme 2.2 avant de démontrer le Théorème 2.1. Si {L,cl) est un 
fibré en droites holomorphe muni d'une structure réelle sur ÇEg, cs), nous noterons M.{L)^i 
l'espace des sections méromorphes de L qui sont Z/2Z-équivariantes. Pour une telle section 
a G M{L)^i, nous noterons respectivement divo(c7) et divoo(c") les diviseurs de zéros et de 
pôles de a. 

Si (M, Cm) est un autre fibré en droites holomorphe sur (E^jCs) alors une section a G 
A1(M(8) -£/*)+! définit un nouveau fibré en droites holomorphe (Fa- = graphe((7), Ci?) de la 
façon suivante. Si on note î7o,ct = ~ divoo(c) et Uoo,a = ~ divo(<T), alors 

F\Uo = {{v, c^iv)), V EL} CL® M, F^u^ = {{a*{w),w), w^M} CL®M. 

Ici a* est l'élément de M{L (g) M*)+i vérifiant a*a = 1. D'autre part, F^^ C L © M est 
naturellement muni de sa structure réelle cp venant de celle de L©M. On remarque de plus 
que 

Fx = Lx, quand x G divo(o") 
Fx = Mx, quand x G divoolc). 

Pour tout supplémentaire complexe (non nécessairement holomorphe) {G, cq) C (L © 
M, Cl® m) de F^-, on note respectivement rF^,rL,rM les réflexions par rapport à G,M,L et 
d'axes F^, L, M, et = rp^ o r^, tM,a = o ^M- Les classes d'homotopie de tL,a et tM,a 
ne dépendent pas du choix de {G,cg)- 

Le lemme suivant étudie un cas particulier de l'action qui nous intéresse. 

Lemme 2.2. Soient {L,cl) et (M, cm) deux fibrés en droites holomorphes munis de struc- 
tures réelles sur (Sg,cs). Fixons a G M.{M L*)^i, et {F„ = graphe{a) , cp) C (L © 
M,cl®m)- Choisissons un supplémentaire complexe {G,cg) de F^. On a alors : 

(i) iL,a (resp. tM,a) préserve les orientations du fibré Det(L © M) si et seulement si 
deg(L) — deg(Fo-) (resp. deg(M) — deg(Fo-)^ est pair. 

(ii) deg(L) = deg(Fo.) + card(divoo(o-)) et deg(M) = àeg{F„) + card(divo(cr)). 

(m) (rest2)î (tL,(T) = card(divoo(o-|]RSi)) mod 2 et (rest2)i(tM,a) = card(divo((7|MSi)) mod 2. 
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Remarquons avant de le démontrer que ce lemme implique le Théorème 2.1 pour les 
automorphismes tF,a et tM,Œ- Ces trois points nous assurent en effet que les automorphismes 

k 

tL,a et tM,a préservent les orientations du fibré Det(L©M) si et seulement si y~^(rest2)z(tL,o-) 

1=1 

k 

et ^^(rest2)i(iM,(T) sont pairs. En appliquant le Lemme 2.1 nous obtenons le Théorème 2.1 
1=1 

dans ce cas. 

Démonstration. (i) Nous démontrons ce premier point seulement pour tL^^, le résultat 
pour tM,a se traitant de façon tout à fait analogue. Notons Bl (resp. Blçbm) l'opé- 
rateur de Cauchy-Riemann sur L (resp. sur L © M) associé à la structure holo- 
morphe du fibré (voir [15]). L'automorphisme —1 : L ^ L fixe l'opérateur Bl et 
agit sur la droite Det(âL) par multipHcation par (_i)dim(ker(âi))+dim(coker(âi)) ^j^gj^ 

l'automorphisme : L (B AI — t- L © M fixe l'opérateur B^qm et agit sur la droite 
Det(9LeM) = Det(âL) ©Dct(ÔM) par multipHcation par (_i)dim(kcr(ôi))+dim(cokcr(9i,))^ 
Donc tl préserve les orientations de la droite T)Qi{BL®M) (et donc du fibré Det(L©M)) 
si et seulement si dim(ker(5L))+dim(coker(ÔL)) est pair. Or, le Théorème de Riemann- 
Roch affirme que dim(ker(5L)) — dim(coker(5L)) = deg(L) + \ — g. 
Fixons ensuite un opérateur de Cauchy-Riemann réel Bq sur G et appliquons le même 
raisonnement que précédemment aux fibrés Ffj et G. Nous voyons alors que l'automor- 
phisme rp^ préserve les orientations de la droite Det(9i?^) © Det(9G) (et donc du fibré 
T>et{Ffj © G) = Det(L © M)) si et seulement si àeg{F„) + 1- g est pair. 
Ainsi, l'automorphisme t^^o- = ° préserve les orientations du fibré Det(L © M) 
si et seulement si deg(L) + deg(i^CT) +2 — 2(7 est pair. D'où le premier point. 

(ii) Soit une section £ M{L)j^i telle que ses pôles et zéros soient disjoints de ceux de 
a. Posons ap = {(Tl,(t{(Tl)) £ J^{F)+i, et notons pru : L ® M ^ M la projection 
naturelle. Alors 

divo(aL) = divo(o-i;') 

diVoo(<7L) = diVoo(a-F) - divoo(cr) 

et 

divo (prM(o-F)) = divoicrp) + divo((T) 
divooiprMicTF)) = diVoo(o-F). 

D'où en soustrayant ces égalités, deg(L) = deg(Fo.) -|- card(divoo(o")) et deg(M) = 

deg(F^) + card(divo (cr)). 

(iii) Nous distinguons deux cas, suivant que (ML © MM)j est orientable ou non. 

Si (ML©MM)i est orientable, on le trivialise. Les automorphismes t^^a et tM,a induisent 
alors deux lacets dans SL2{M.). On calcule (rest2)i(iL,o-) et (rest2)i(tM,(j) en comptant 
la parité des classes d'homotopie des lacets précédents dans 7ri(5'L2(M)) = Z. Or ces 
parités se mesurent en comptant le nombre de demi-tours que fait (MF)j respectivement 
par rapport à (ML)j et (MM)j. En effet, en prenant une trivialisation telle que (ML)j 
et (MM)j soient orthogonaux, et en homotopant (MG)î sur l'orthogonal de (MFo.)j ces 
deux lacets dans SL2(R) sont en fait homotopes à des lacets de rotations d'angles égaux 
respectivement au double de l'angle entre (ML)j et ÇRF^)i et au double de l'angle entre 
(MM), et {RF^)^. 

Nous avons donc (rest2)î(tL,CT) = card(divo(c7|]RSi)) mod 2 et (rest2)i(iM,CT) = card(divoo(<7|]RSi)) 
mod 2. On conclut en remarquant que dans ce cas 

card(divoo((7|MSi)) = card(divo(cr|KSi)) mod 2. 
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Si maintenant (ML © MM)i n'est pas orientable, deux cas se présentent : 

- soit on peut homotoper le fibré (MF)j sur le fibré (M-L)j (si card(diVoo(c|RSi)) = 
mod 2) et alors, d'après le Lemme 1.3, {rest2)i{tL,a) = (rcst2)î(id) = = card(divoo(c|]RSi)) 
mod 2 et (rest2)i(tAf,a) = (rest2)i(- id) = 1 = card(divo((T|KsJ) mod 2. 

- soit on peut homotoper (MF)j sur (MM)j (si card(divo((T|]K2i)) = mod 2) et 
alors (rest2)i(tL,a) = (rest2)i(- id) = 1 = card(diVoo(o-|RSi)) et (rest2)i(tM,<T) = 
(rest2)î(id) = = card(divo(cr|]RSi))- 

Ce qui conclut la démonstration du troisième point. 

□ 

Démonstration du Théorème 2.1. Remarquons tout d'abord qu'il nous suffit de traiter le cas 
rg(A^) = 2. En effet, pour tout sous-fibré {N',cn') de N de rang 2, l'application 

RSL{N') RSL{N) 
t t © id 

commute avec tn et tat' et induit une surjection au niveau des classes d'homotopie. 

Supposons donc que rg(A^) = 2 et prenons t € MSL{N). Fixons de plus un opérateur de 
Cauchy-Riemann induisant une structure holomorphe sur A'^ faisant de ce dernier un fibré 
vectoriel holomorphe décomposable en une somme de deux fibrés en droites holomorphes 
(L,cl) et {M, cm). 

Prenons (Jm^l* une section méromorphe et Z/2Z-équivariante de M ® L* . Pour toute 
fonction méromorphe / sur E^, on obtient une nouvelle section a = /(Tm^l* dont on contrôle 
la parité des pôles et des zéros sur chaque composante réelle de en modifiant les pôles et 
les zéros de /. On peut en effet considérer / comme section holomorphe d'un fibré C's(.î'i + 
. . . + Xn) (pour n assez grand) où l'on place les points Xi sur RS^ pour changer à volonté la 
parité de ses zéros et pôles (qui est la même sur chaque composante de MSg). En particulier, 
prenons / de telle sorte que (rest2)i(t) = card(divo(o"|RSj)) mod 2 pour tout 1 < i < k. Le 
Lemme 2.2 nous assure alors que rest2(t) = rest2(tL,<T)) donc t et t^^o- ont même action sur les 
structures Piri^ sur MA^ d'après le Lemme 2.1. D'autre part, l'action d'un automorphisme 
sur les orientations du fibré Det(A^) ne dépend que de son image par rest2 et non par rest. 
La conclusion du Théorème découle ainsi du Lemme 2.2. □ 

2.3 Lacets d'opérateurs de Cauchy-Riemann et structures Pirî^ 

Nous décrivons ici l'orient abilité du fibré déterminant au-dessus de certains lacets d'opé- 
rateurs de Cauchy-Riemann réels. Pour ce faire, supposons fixée une structure complexe 
J G MJ(Sg). Considérons une famille Nz CP^, z G CP^, de fibrés vectoriels complexes 
sur (Sg, cs). Nous supposerons de plus que les fibrés admettent des structures réelles cjv^ 
lorsque z est dans MP^. 

Nous disposons donc de k familles (MiV^)^, z G MP^, de fibrés vectoriels réels sur ME^. 
À z G MP^ fixé, chacun de ces fibrés (MA^^)^ admet une structure Pin^ ; toutefois, lorsque z 
varie, il n'est pas garanti qu'il existe une famille continue de telles structures sur tout MP-*^. 
Si c'est le cas, nous dirons que la famiUc (]RA^z)î admet une structure Pirî^. 

Si nous prenons maintenant un lacet {dz)zeRP'^ d'opérateurs de Cauchy-Riemann réels 
sur (iVz, cjv^)2;gMpi, nous obtenons naturellement un fibré en doites réelles Det{dz) MP^. 
Nous dirons que le lacet {dz)z£M.p'^ est orientable si le fibré Det{dz) est orientable. 
Exemple 2.1. — Un exemple de tel lacet est obtenu de la façon suivante. Considérons 
une extension — î- {F,cp) — î- {M, cm) {G,cg) —s- 0, où F, G (resp. M) sont des fibrés 
en droites (resp. de rang 2) holomorphes sur S^. Celle-ci admet une classe d'extension G 
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H^j:g,F(S)G*)+i. Comme H^J^g, F (E)G*)+i = T{^g, A°'^^g(S) {F (E)G*))+i/ [m{dF^G*)+i, 
on notera jl un représentant de fi dans r(Sg, A^'^Eg (gi (F (g) La classe induit une 

déformation {Nz)z^c, de fibre exceptionnelle iVo = F © G et trivialisable sur C*, de fibre 
générique Nz = M, z G C*. Cette déformation s'étend donc à tout CP^, et on obtient un 

lacet d'opérateurs donnés par = q ^ > 2; G M. L'orientabilité de ce lacet est alors 

décrite par le Théorème 2.2. 

Le résultat suivant donne une condition topologique sur l'orientabilité des lacets d'opé- 
rateurs considérés (comparer avec la Proposition 8.L7 de [8]). 

Théorème 2.2. Fixons une structure complexe J sur (Sg,cs)- Soit Nz — )• CP^, z G CP^ , 
une famille de fibres vectoriels complexes de rang au moins 2 sur (Sg,cs) admettant des 

structures réelles cn^ lorsque z G MP^. Supposons de plus qu'il existe un point réel p G WLg 
tel que le fibré (J&Nz)p sur WP^ soit orientable. Alors, un lacet {dz)zi^RP'^ d'opérateurs de 
Cauchy-Riemann réels sur (-/V^j^gRpi est orientable si et seulement si les familles {RNz)i 
qui n'admettent pas de structure Piri^ sont en nombre pair. 

Faisons tout d'abord quelques remarques préliminaires à la démonstration de ce Théo- 
rème. Fixons les deux ouverts de cartes affines G î7o et 00 G C/i de <CP^. Les familles 

{Nz,cn^) — MP^, z g MP^, de fibrés vectoriels complexes munis de structures réelles sur 
(Eg,CE) sont classifiées par H'^{RP'^,RGL{N)) (où {Nz,cnJ = {N,cn) pour z G MP^). Une 
telle famille est donnée par une application de recollement 

n RUi X N ^ RUo n RUi X N 

où tz = 'id]\f pour z > et G RGL{N) pour z < 0. Toutefois, si l'on impose que cette 
famille s'étende sur tout CP\ il faut que tz pour z < soit homotope dans GL{N) à idAr, 
et on obtient alors un prolongement donné par l'application de recollement 

UoDUiX N UqHUixN 

où {tz)z£C* est une famille d'éléments de GL{N) prolongeant {tz)zeR*- Oï, l'existence d'une 
telle homotopie est équivalente à ce que le déterminant det{tz) G MC°° (Sg, C*) soit homotope 
à la fonction constante 1 dans l'espace C°°{T,g, C*) pour tout z G M*. Si nous supposons de 
plus qu'il existe un point réel p G RT,g tel que le fibré {RNz)p sur RP^ soit orientable alors 
forcément det(t2) pour 2; < est homotope dans MC°°(Ep,C*) à la fonction constante égale 
à 1. 

Nous pouvons ainsi supposer que les familles considérées sont données par des applica- 
tions de transition qui, restreintes à MP^ sont dans M.SL{N). 

Démonstration du Théorème 2.2. Prenons une famille Nz — > CP^ de fibrés vectoriels com- 
plexes sur (Sp,cx;) comme décrit dans l'énoncé du Théorème 2.2. Elle est donnée par une 
application de recollement 

Uof^UlxN UqHUixN 

{z,o ^ (zMO) 

où lorsque 2; G M*, = idjv pour z > et tz E MSL{N) pour z <0. 
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D'une part, une des familles {RNz)i, z G MP^, admet une structure Pin si et seulement 
si les tz, 2; G M*, agissent trivialement sur les structures Pin^ sur {M.N)i. 

D'autre part, le fibré déterminant associé à un lacet {dz)zeis.P'^ d'opérateurs de Cauchy- 
Riemann réels sur (-/V2.)^gjjpi est donné par les changements de cartes 

r UonUiH X M UoDUif] RP^ x M 

Le Théorème 2.1 nous assure alors que ce fibré est orientable si et seulement si le nombre 
de composantes de MA^ dont les structures Piiv^ sont échangées sous l'action de tz est pair. 
Ce qui conclut le démonstration de Théorème 2.2. □ 

3 Étude des automorphismes réels au-dessus de l'identité 

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à l'action des éléments de M.GL{N) sur les 
orientations du fibré Det(A^). Remarquons tout d'abord qu'un élément de M.GL{N) induit 
une permutation sur l'ensemble à 2k éléments formé des structures Pirî^ des composantes 
de WN. Nous noterons £p± : M.GL{N) — >■ Z/2Z le morphisme qui calcule la signature de 
cette permutation. 

Lemme 3.1. Soit {N, cat) un fibré vectoriel complexe sur ÇEg, ce) de partie réelle non vide. 
L'action d'un automorphisme f e RGL(A^) sur les orientations du fibré Det(A'^) est la même 
que celle de det(/) G MGL(det(A'')) sur les orientations de Det(det(Af)) si et seulement si 
^p±(/) = l- 

Démonstration. D'après le Lemme 1.1 nous avons un isomorphisme 

(AT, cn) = (det(7V), Cdet(iv)) e (e^W-i, conj). (*) 
Ainsi, un élément / G MGL(N) se décompose sous l' isomorphisme (*) en 

/ = (det(/) e idç.g(jv)-i) o ((det(/) idç.g(jv)-i)~^ o . 

Donc le signe de l'action de / sur les orientations du fibré Det(A^) est donné par le produit 
de l'action de (det(/) © id|j^rg(iv)-i) de (det(/) © id|j~.rg(iv)-i)~^ o / sur les orientations de 

Det(det(A^)©esW-^). 

D'autre part, on remarque (voir [14]) que (dct(/) © id(^rg{iv)-i) agit trivialement sur les 
structures Pin^ sur les (RA^)j, donc ep± ((det(/)©id^rg(]v)-i)o/) = ep±(/). L'automorphisme 
(dct(/) © id(^rg{jv)-i) o / est un élément de M.SL{N) donc d'après le Théorème 2.1, le signe 
de son action sur les orientations de Det(det(A'') © Ç^^^^^~^'j est donné par ep±(/). 

Enfin, étudier le signe de l'action de l'automorphisme (det(/)©idj.rg(jv)-i) sur les orienta- 
tions de Det(A?^) est égal à celui de l'action de det(/) sur les orientations de Det(det(Ar)). □ 

Notons sn : MGL(iV) — ^ Z/2Z le morphisme associant à / G RGL{N) le signe de l'action 
de det(/) sur les orientations de Det(det(A?^)). Pour résumer le Lemme 3.1 en reprenant la 
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suite exacte (1) du Lemme 1.2, nous avons la situation suivante 



^RSL{N) 




RGL{det{N)) >0 

Y 

Z/2Z 



Z/2Z (Z/2ZxZ/2Z 

augm 

Z/2Z 

où augm: Z/2Z x Z/2Z — t- Z/2Z est le morphisme d'augmentation et chaque morphisme ver- 
tical calcule le signe de l'action des différents groupes d'automorphismes sur les orientations 
des fibrés déterminants. 

Pour terminer la démonstration du Théorème B il ne nous reste plus qu'à étudier le signe 
sat. Nous supposerons pour cela à partir de maintenant que N est de rang 1. Les éléments 
de RGL{N) s'identifient alors canoniquement aux fonctions 



^(E„C*) = {/:S,^C*|/ocs = /}. 



sur à valeurs dans C* 



Nous noterons [(S^, cs), (C*, conj)] l'espace des fonctions 
Z/2Z-équivariantes, prises à homotopie près. 

Cette section est divisée en trois parties. Dans un premier temps, nous étudions l'action 
des automorphismes réels sur les structures Spin réelles de (Sg,CE). Dans un deuxième 
temps, nous relions cette dernière action à celle sur les orientations du fibré déterminant 
et démontrons le Théorème B pour un fibré en droites (voir §3.2). Nous obtenons alors 
comme au paragraphe précédent une interprétation topologique de l'action de MGL(N) sur 
les orientations de Det(A^). 

Nous terminons en déduisant la première classe de Stiefel-Whitney du fibré induit par le 
fibré déterminant sur le groupe de Picard réel d'une courbe (E^jCs). 



3.1 Automorphismes réels et structures Spin réelles 

Nous exposons dans ce paragraphe quelques préliminaires algébriques et topologiqucs 
à l'étude de l'action des éléments de M.GL(N) sur les orientations du fibré Det(A^). Nous 
commençons par expliciter la structure du groupe [(Sg, cs), {C* , œnj)]. Puis, nous rappelons 
quelques notions à propos des structures Spin réelles sur une courbe réelle. Nous décrivons 
enfin l'action des éléments de MGL(N) sur ces structures. Rappelons aussi que toutes les 
courbes réelles que nous considérons sont de partie réelle non vide. 



3.1.1 Structure de [(S^, cs), (C*, conj)] 

Rappelons tout d'abord quelques résultats sur la topologie des courbes réelles (voir par 
exemple [18] et [19]). Si Sg \ MS^ a deux composantes connexes, nous dirons que la courbe 
réelle est séparante. On rappelle que lorsque la courbe est séparante k = bo{WE,g) est congru 

àg+1 modulo 2. On pose dans ce cas m = , qui est le genre d'une des composantes 

de -MSg. 

Définition 3.1 (voir [19] et Figure 1). On suppose que WEg est non vide, et soit p G MS^. 
Une base symplectique réelle de iïi(Sg,Z) est une base symplectique {ai,bi)i=i__,g vérifiant 
de plus 
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si (Sc,,cx;) n'est pas séparante : 

1. (cs)*(ai) = ai, i = l,...,g 

2. {cT,)*{bi) = -hi, i = 1, . . . , /c - 1 

3. (ce)* {bi) = -hi + ai, i = k, . . . , g 

9 

4. p se trouve sur la composante de MSg homologue à ^^Oi 

i=l 

si {Y,g,CY;) est séparante : 

1- (cE)*(ai) = Ci, z = 1, . . . , A; - 1 
2. {cT,)*{bi) = -hi, i = 1, . . . , /c - 1 

3- (ce)* (ai) = Oi+m, i = k,...,k + m-l 

4- (cE)*(ftî) = -bi+m, i = k,...,k + m-l 

k-i 

5. p se trouve sur la composante de MS^ homologue à ^^Oj. 

i=l 

L'existence d'une telle base est démontrée par Natanzon dans [19]. 

Nous allons décrire une famille B génératrice d'éléments de [(S^jCe), (C* , conj)], ce qui 
nous sera utile par la suite. Pour cela, fixons une base symplectique réelle (oj, bi) de Hi (S^, Z) 
en imposant de plus que les éléments de cette base soient représentés par des courbes simples 
disjointes lorsque c'est possible, que Oj = pour i G {1, . . . , A; — 1}, et que pour une 

courbe séparante, les courbes ak, ■ ■ ■ ,ag soient globalement stables par ce. Nous numérote- 
rons de plus (M$]g)o la composante sur laquelle se trouve p (voir Figure 1). 




Figure 1 - Une base symplectique réelle pour 5 = 4, (S4, ce) séparante et = 3 à gauche 
et g = 4:, (S4, Ce) non séparante et k = 2 à droite 

Remarquons qu'une fois fixée une telle base symplectique, les composantes de MS^ sont 
orientées. 

Construisons maintenant la famille génératrice B : 
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si (Sg,CE) n'est pas séparante : On commence par choisir des petits voisinages tubu- 
laires Ai C Sg, invariants par cs, ayant pour âmes les courbes ai, et disjoints les uns 
des autres. On choisit t S [—1)1] une coordonnée transverse à ai dans Ai de telle 
sorte que Oj soit la courbe de niveau t = 0, et 9 £ ai = C C l'autre coordonnée. 
Nous imposons de plus que 9 croît le long de Oj et que le difféomorphisme entre Ai et 
X [—1, 1] donné par les coordonnées {9, t) préserve les orientations. On suppose aussi 
que dans ces coordoimées, la structure réelle s'écrit cs(i, 9) = {—t, 9) si i = 0, . . . ,k — l 
et cs(t, 9) = (— t, —9) si i = k, . . . , g. On obtient alors les fonctions (à homotopie près) 
fi, i = 0,...,g, réelles, en posant fi{t,9) = —q™^ sur Ai et en prolongeant par 1 
ailleurs (voir Figure 2). 




Figure 2 - Construction de fi 

si (Sg, Ce) est séparante : On procède de la même façon que précédemment pour obtenir 
k fonctions fo, ■ ■ ■ , fk-i associées aux k courbes ao, . . . ,ak-i- On construit ensuite 
g + 1 - k autres fonctions fk,gk, ■■ ■ , fk+m-i, Qk+m-i en définissant fi (resp. gi) de 
la même façon localement autour de Oj (resp. bi) puis en prolongeant grâce â cs au 
voisinage de aj+m (resp. 6j+m) et par 1 ailleurs. 
Nous montrons dans la suite que les éléments de [(S^, cs), (C*, conj)] sont, â peu de 
choses près, totalement déterminés par leurs indices le long des courbes dans E^. 

Lemme 3.2. L'application de calcul d'indice 

iM: MC°°(Sg,C*) ^ MHom(i7i(Sg,Z),Z) 

passe au quotient en un morphisme 

ind: [(S^,CE),(C*,conj)] ^^'(S3,Z)_i. 

Démonstration. Remarquons tout d'abord que le changement d'espace d'arrivée est consé- 
quence du théorème des coefficients universels et du calcul suivant : pour / G MC°°($]g,C*) 
et c G ffi(Sg,Z) 

((cs)*(i^d(/)))(c) = (i^d(/))((cs)*(c)) 

1 /■d(/ocE) 



2z7r f o cy. 
= (ind(/))(c) 
= -(ind(/))(c). 

Puis, comme iî^(Eg,Z)_i est discret, deux éléments de MC°°(Eg,C*) qui sont homotopes 
ont même indice, et ind passe bien au quotient. □ 
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Exemple 3.1. — Calculons les indices pour la famille B; l'exposant PD indique que nous 
prenons le dual de Poincaré de la classe de (co)homologie considérée. Nous avons les cas 
suivant : 

si (T^g, cs) n'est pas séparante : ind(/j) = (oj)^^ pour i = 1, . . . , g. 

si (Sg, cs) est séparante : ind(/j) = (oj)^^ pour i = 1, . . . , k—1, ind(/î) = (aj+aj+m)^^ 
et ind(g'î) = (bi — 6j+m)^^ pour i = k, . . . ,k + m — 1. 

Posons ensuite 

MC°°(Sg,C*)o := {/ G MC~(Sg,C*) \3g:^g^ C, Z/2Z-équivariante, / = exp(5)}. 

C'est donc l'ensemble des fonctions sur qui admettent un logarithme Z/2Z-équivariant. 

Lemme 3.3. MC°^(Sç,, C*)o est la composante connexe de la fonction constante égale à 1 
dans RC°°{T.g,C*). Ainsi, on a 

[(S5,cs),(C*,conj)] =MC°°(S5,C*)/MC°°(Sg,C*)o. 

Démonstration. - MC°°(Sg,C*)o est ouvert : si / G MC°°(Sg,C*) et 5 G MC°°(Sp,C) 
vérifient ^ 

|/-exp(5)| < -inf |exp(5)| 



2 

alors 



exp(5) 



1 

<2 



donc il existe h G MC°^(Sg, C) avec 

/ 



exp(5() 



= exp(^). 



De plus, exp(/i|]K2) G M!j_, et donc h o cy, — h = Aiirk, pour un A; G Z. Ainsi / = 
exp(/i - 2iTTk + g)e RC°° {T.g, C*)o. 
MC°°(Sg,C*)o est fermé car 



-too 



{^g,C*)\RC^{^g,C*)0= □ fRC^{^g,C*)0. 

/eRC°° (Sg ,C* )\RC°° (Eg ,C* )o 



Enfin, 1 GMC°°(Sp,C*)o. 



□ 



Lemme 3.4. La suite suivante est exacte : 

0^Z/2Z A [(S^,cs),(C*,conj)] ^0. (*) 

De plus, la famille B engendre [(Sg,cx;), {C* , conj)]. 

Démonstration. - La surjcctivitc du morphisme ind provient directement de l'Exemple 
3.1 : l'image de B par ind engendre iî^(Sp,Z)_i. 
- Si / est dans le noyau de ind, alors en particulier elle a le même signe sur chaque 
composante de RS^. Quitte à la multiplier par —1, nous pouvons supposer que / est 
positive sur MEg. Montrons que la fonction / admet un logarithme Z/2Z-équi variant. 
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Notons pour cela vr : — )■ le revêtement universel de T,g. Comme T,g est simple- 
ment connexe, il existe G : — )■ C telle que le diagramme suivant commute 




De plus, si z,z' G Hg vérifient Tr{z) = 7r(z'), alors on a G{z) = G{z'). En effet, 
prenons un chemin continu 7 : [0, 1] — >■ Sg reliant z à z'. On obtient un lacet tt o 7 G 
7ri{T,g,TT{z)) dont l'image par / est un lacet contractible dans C* car / est d'indice 
nul. Par définition, G{z) et G{z') ne diffèrent que par l'action de / o vr o 7 E 7ri(C*) 
qui est nul. Ainsi G{z) = G{z') et on en déduit qu'il existe g G C°°(Sg,C) telle que 
exp(5) = /. De plus, comme / est Z/2Z-équivariante et positive sur MSg, il existe 
A; G Z tel que 5 o cs — 5 = 4z7rA;. Ainsi g — 2i7Tk donne un logarithme Z/2Z-équivariant 
de /. 

D'après le Lemme 3.3, la classe de / dans [{T,g,CY,), {C*,conj)] est donc celle de la 
fonction constante égale à 1. 

Le noyau de ind est donc constitué des deux éléments 1 (qui admet un logarithme 
Z/2Z-équivariant) et —1 (qui admet un logarithme qui n'est pas Z/2Z-équivariant). 

□ 

Remarque 3.1. — La démonstration du Lemme 3.4 montre même que la suite (*) est 
scindée. En fait nous avons un isomorphisme non canonique 

[(S5, es), (C, conj)] =Z/2Zx [(E^, es), (e,conj)]^„^ =Z/2Zxii-i(Eg,Z)_i 

où [(Sp, es), {C* ,conj)]_^^^ est le sous groupe de [(Sg, es), (C*, œnj)] composé des fonctions 
positives sur la composante (MSg)o. Si on place le point p G MS^ sur une autre composante 
(MSg)j, nous obtenons l'isomorphisme 

Z/2Z X iJi(Eg,Z)_i ^ Z/2Z X iïi(Eg,Z)_i 
(e, a) 1-^ (e + a(6j),a). 



3.1.2 Structures Spin réelles sur (Ep,es) 

Nous rappelons quelques faits à propos des structures Spin sur Eg (voir [2], [13], [16] 
et [19] par exemple) Nous supposerons que (Eg,cs) est munie d'une métrique riemannienne 
réelle, que son genre g est au moins 1, et que ME^ 7^ 0. Le choix de la métrique n'influe pas 
sur les résultats que nous allons énoncer, pour la même raison mentionnée dans la Remarque 
2.1. 

Notons le fibre principal des repères ort ho normes directs du fibré tangent à E^. 
Ce fibré a pour groupe S02{^) ; celui-ci admet un revêtement double non trivial Spin{2) 
(voir [1]). Une structure Spin sur Eg est la donnée d'une classe d 'isomorphisme de paires 
composées d'un fibré principal tt : Pspin de groupe Spin{2) et d'un morphisme de 

fibrés Pspin Ry. équivariant pour les actions de 5*02 (M) et Spin{2). L'obstruction à 
l'existence d'une telle structure Spin est donnée par la seconde classe de Stiefel-Whitney de 
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la surface. Or comme celle-ci est orientable, sa caractéristique d'Euler est paire. Nous avons 
donc W2{TT,g) = 0, et la surface admet une structure Spin. 

Les structures Spin sur T,g forment un ensemble Spin{T,g) qui est en bijection avec les 
éléments de H^{R^,Z/2Z) non triviaux dans les fibres. Plus précisément, la suite spectrale 

de Leray-Serre associée à la fibration (M) ^ -^s ~^ ^9 donne : 

^ H^i^y, Z/2Z) ^ H\R+,Z/2Z) ^ F^(502(M),Z/2Z) ^ (*) 

et Spin{T.g) = {C e H^{R^, Z/2Z) \ ^ 0}. C'est un espace affine sur Z/2Z). 

On note z G Hi{R^,Z/2Z) la classe de la fibre. Johnson dans [13] affirme alors que 
pour tout a G iïi(Sg, Z/2Z), on a un relevé canoniquement associé à G , Z/2Z). Si a 

s'écrit comme une somme de courbes simples Oj, 1 < i < m, on note alors o,,; les éléments 
de Z/2Z) induits par les champs de vecteurs tangents unitaires de ces courbes, et 

m 

on pose â = ^ + mz. Toutefois, ce relevé ne scinde pas la suite duale à (*). En effet, si 

i=l 

on note • le produit d'intersection sur Z/2Z), nous avons 

a + b = à + b+{a» b)z. 

Cette dernière égalité nous fournit une identification entre structures Spin sur et formes 
quadratiques sur iJi(Sg,Z/2Z) en associant à Ç £ Spin{T,g) l'application 

qç: Hi{T.g,Z/2Z) Z/2Z 
a (C,à) 

où le crochet de dualité est donné par H'^{R+,Z/2Z) = Hom{Hi{R^,Z/2Z),Z/2Z) (coef- 
ficients universels). 

D'autre part, comme remarqué par Atiyah [2], étant fixée une structure complexe sur 

T,g, ses structures Spin sont aussi en correspondance avec l'ensemble S(T,g) des racines 
carrées holomorphes du fibré canonique K^,. Si C est un élément de Spin{Tig), on notera 
l'élément de S{T,g) associé de la façon suivante. La structure Ç vue comme élément de 
H^{R'^,Z/2Z) correspond à un revêtement double (à isomorphisme près) du Ui = SOii^) 
fibré principal R^ dont la restriction à la fibre est z G Ui ^ z'^ £ Ui, et donc à un fibré en 
droites complexes et un isomorphisme a : — t- Ky; (à isomorphisme près). Le fibré Lç 
hérite alors d'une structure holomorphe rendant a holomorphe. L'ensemble S{Y^g) admet de 
plus une forme quadratique naturelle (voir [2] ou [10]). 

Théorème 3.1 (Relation de Ricmann-Mumford). L'application 

cp: S{^g) Z/2Z 

L dimii'°(L) mod 2 

est une forme quadratique associée au produit cup sur iî^(Sp, Z/2Z). □ 
Lorsqu'on « linéarise »cette forme en L^, on obtient 

ipL^ia) = qç{a), Va G Hi{Y.g,Z/2Z) 
où ipLç{a) = (p{L(^ + a^°) - ^{L(^). 

On identifiera dans la suite 

Spin{T.g) = {g : iï"i(Eg,Z/2Z) Z/2Z, quadratique} 
= {LG5(S,)}. 
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Nous allons maintenant utiliser la structure réelle sur Sg. Nous noterons (cs)* et (cs)* les 
automorphismes de iJi(Sg,Z/2Z) et Z/2Z) induits par cs- L'action de cs sur <9(Sg) 

est induite par celle de cs sur les diviseurs. 

Notons J la structure complexe fixée sur S^, et supposons quitte à changer la métrique 
que J est orthogonale pour la métrique fixée sur S^. Posons la surface munie de 
l'orientation opposée et de la structure complexe — J. Considérons le morphisme 

R : Rj^ — ï -Rg 

{z,{v,Jv)) ^ {z,{v,-Jv)). 

Nous obtenons alors une involution 

(des o R)* : Spini^g) Spin{^g). 

Définition 3.2. L 'ensemble des structures Spin réelles sur (Eg, cs) est l'ensemble MS'pm(Sg) 
Fix((dcsoi2)*). 

Nous rappelons le lemme suivant (voir par exemple [7]). 

Lemme 3.5. Supposons que WHg ^ 0, et soit ^ G Spin{T,g). Alors les trois conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(i) C e ^Spin{T,g), 

(ii) (cs)*gç = q(^, 

(m) (cs)*Lc = -^c- 

□ 

Remarque 3.2. — Lorsque MS^ 7^ 0, la condition (cs)*-^ = L pour un L G S{T,g) équivaut 
à l'existence d'une structure réelle anti-holomorphe relevant cs sur L (voir par exemple [23]). 
Une telle structure n'est toutefois pas unique : deux relevés diffèrent d'un facteur complexe 
constant. 

Lemme 3.6. L'ensemble WSpin{T,g) est un espace affine de direction F = Fix((cs)*) C 

H\Eg,Z/2Z). 

Démonstration. En effet, si q et q' sont deux éléments de M.Spin{Tig), alors q — q' est un 
élément de iî-^(Sp, Z/2Z) et {q — q') o (cs)* = q — q' ■ Réciproquement, si g G 'RSpiniT^g) 
et a G -F, alors g + a est un élément de SpiniYig) qui vérifie de plus (cs)*((/ + a) = q + a. 
Donc g + a G MS'pm(Sg). □ 

Remarque 3.3. — L'isomorphisme de duaHté de Poincaré 

i/i(Sg,Z/2Z) ^ H^{T.g,ï/2'L) 
a ^ a» 

commute avec (cs)* et (cs)*, de sorte que F est le dual de Poincaré de Fix((cs)*) C 
iïi(Sp,Z/2Z). De plus, si l'on prend une base symplectique réelle {ai,bi) de Hi{T,g,Z), elle 
induit une base de Hi{T,g, Z/2Z), et Fix((cs)*) est le sous-espace engendré par ai, . . . , ay,bi, . . 
lorsque la courbe n'est pas séparante, et par ai, ... , Ofc-i) «fc+Ofe+mj • • • > CLk+m-i+o-g, bi, . . . ,bk 
bk+mi ■ ■ 1 bk+m-i+bg si la courbe est séparante. Dans les deux cas, nous notons que le Z/2Z- 
espace vectoriel F est de dimension g + k — 1 et qu'il contient la réduction modulo 2 F~ de 
H^{'Eg,Z)^i comme sous-espace de dimension g. 
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3.1.3 Action de [(S^, cs), (C*, conj)] sur RSpin{T.g) 

Revenons maintenant aux automorphismes réels sur les fibrés en droites complexes munis 
d'une structure réelle. Notons la réduction modulo 2 de Z)_|_i, de sorte que 

et F~ sont duaux de Poincaré. La réduction modulo 2 du morphisme d'indice 

ind2 : [(Sg,cs),(C*,conj)] ^ //^(S^, Z/2Z) = iîom(i/i(Sg, Z/2Z), i/i(C*, Z/2Z)) 
/ ^ /* 

a pour image d'après le Lemme 3.4 (voir la Remarque 3.3). 

Remarque 3.4. — On peut même expliciter ce morphisme à l'aide d'une base (dj) de 
que l'on complète en une base {di,ei) symplectique de iïi(Sg,Z/2Z) : 



D'autre part, les éléments de [(S^, cs), {C*,conj)] s'identifiant canoniquement aux classes 
d'homotopie des automorphismes réels du fibré tangent à Sg, ils agissent par tiré en arrière 
sur les structures Spin réelles sur Sg. 

Lemme 3.7. L'action de [(Eg,c-s),(C* ,conj)] sur RSpin(Tig) s'identifie à l'action par 
translation de F~ sur ce même espace grâce au morphisme ind2. 

Démonstration. Prenons un élément / de [(Sg, cs), (C*, conj)], un automorphisme $y G 
MGL(TSg) égal à / dans [(Ej^.cx:); {C*,conj)] et une structure Spin sur T,g. Soit a G 
iîi(Sp,Z/2Z) une courbe simple sur Sg. Nous avons par définition 

f.qcia) = (($/)*C,â) 

Or, l'action de (^/)* sur la classe de la fibre z est triviale, et en trivialisant TSg le long de 
a, on voit que l'action de sur le champ de vecteur tangent à a est donnée par l'indice 

de / le long de a. Plus précisément, ($/)*('^) = + f*{a)z. Ainsi 

/■9c(«) = (C> + f*{(^)z + z) 
= 9C («)+/*(«) 

car {Ç, z) = 1. □ 
Supposons que MS^ / et notons 

ifgi+i(MSg,Z/2Z) = {we i/\MSg,Z/2Z) | w{[R^g]) =g + l mod 2}, 
et pour tout w G iî"^+i(MSg, Z/2Z), 

RSpin{Eg,w) := {L G RSpin{T.g) \ wi{RL) = w} 
On en déduit la partition 

RSpiniT,g)= y RSpin{T.g,w). (*) 
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Proposition 3.1. Supposons que MS^ 7^ 0. La partition (*) est la réunion des orbites de 
l'action de [(Sg, cs), (C*, conj)] sur^SpiniT^g). En particulier, ce sont des espaces affines 
sur F~ . De plus, chaque orbite se réécrit 

RSpin{T.g,w) = {q€ RSpin{T.g) \ q\Hi{RT.g,z/2Z) = l-w}. 

Avant de passer à la démonstration, donnons le Lemme 3.8 que l'on peut trouver chez 
Natanzon (Lemma 3.2 p. 72 de [19]). 

Lemme 3.8. Soit q G M.Spin(T,g) et a une courbe simple connexe sur S^. Supposons que 
MSg ^ 0. 

1. Si CY:{a) = a et a Cl WF,g = (c'est-à-dire que a est une courbe globalement stable par 

cy.) alors q{a) = 1. 

2. Si cs(a) n a = alors q{a + cs(a)) = 0. 

□ 

Démonstration de la Proposition 3.1. Commençons par démontrer que pour tu G i7^^^(MSp, Z/2Z) 
nous avons l'égalité 

{L G MSpm(Sg) I wi{WL) = w} = {qe M5pm(Sg) | q\H^im:„z/2Z) = t-w}. 
Prenons pour cela C, G MS'pm(Sp). Par définition 

q^{[m:g\,) = {c,^]^), 

ce qui signifie que gç([RSg]i) vaut 1 si et seulement si le lacet [MS^Jj dans ne se relève 
pas dans la structure Spin donnée par C,. Or, ceci est équivalent à l'existence d'une section 
de (MLç)i ne s'annulant pas (voir [19]). Donc 

Q'C|J/i(MSg,Z/2Z) = 1 - Wi{RL). 

D'autre part, si / est un élément de [(S^, cs), (C*, conj)] et g G ^Spin{T,g,w), alors 
grâce au Lemme 3.7 

(/•9)|ifi(REg,Z/2Z) = 9|iîi(MSg,Z/2Z) + /*|iîi(MSg,Z/2Z) = — W 

car /* est un élément de F~ . Donc l'action de [(Sg, cs), (C*, conj)] préserve chacun des 
ensembles M<S'pm(Eg, w). 

Puis, si g' G M.SpinÇEg,w), le Lemme 3.8 nous assure que {q — q')\F+ = et donc 
que q — q' est un élément de F~ . Ainsi l'action de [(Sg,cs), {C*,conj)] est transitive sur 
RSpin{T,g,w). □ 

Définition 3.3. Si Ç est un élément de M.Spin{T,g,w), nous dirons que w G iï^(MSg, Z/2Z) 
est la première classe de Stiefel-Whitney de la structure Spin et nous écrirons W/^ = w. 

Rappelons d'autre part (voir [13] par exemple) qu'étant donnée une structure Spin q sur 
Sp, on définit son invariant d'Arf : 

Arf(g) = ^(/(ai)(?(6,) GZ/2Z 

i 

pour {ai,bi) une base symplectique de i7i(Eg, Z/2Z). Cette expression ne dépend pas de la 
base symplectique choisie et détermine la classe de bordisme de ÇEg, q), élément de 
Z/2Z (voir [14]). 
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Lemme 3.9. Pour / e [(Eg,cs), {C*,conj)] et q & RSpin{T.g), 

Arf(/.g)=Arf(g)+g((/,)P°). 

En particulier, si q' est une structure Spin réelle de même classe de Stiefel-Whitney que q, 
alors, 

Avîif.q) - Arf(g) = Arf(/.g') - Arf(g'). 

Démonstration. Prenons une base symplectique {ai,bi) de iïi(Sg,Z/2Z) comme dans la 
Remarque 3.4. Alors 

Arf (/.g) = J2iq{ai) + fM)Mbi) + fM) 

i 

i i i i 

Mais, comme /* est un élément de F~ qui est le dual de Poincaré du lagrangien Fj^, 

Aj:i{f.q) = Aiî{q) + J2q{ai)Mbi) 

i 

et q étant linéaire sur ce même lagrangien, nous obtenons la première affirmation, 

Arf(/.g) = Arf(ç) + q Ubi)a}j . 

Puis, pour q, q' et / comme dans renoncé, il existe g dans [(S^, cs), (C*, conj)] tel que 

g.q = q' (Lemme 3.7 et Proposition 3.1). Donc = q{{f*f^) + Mais 

comme (/*)™ et (g*)^^ sont tous les deux dans le lagrangien F+, nous avons = 0, 

ce qui prouve la seconde assertion. □ 

Le Lemme 3.9 assure que l'application 

A : {f,w) G [(Sg,cs), {C*,conj)] x Hl^,{REg,Z/2Z) 

^ = Arf(/.g) - Arf (g) G Z/2Z 

est bien définie indépendamment du choix de g G RSpin(T,g, w). Cette application A mesure 
l'action de [{'Sg,c^),{C*,conj)] sur les classes de bordisme des structures Spin réelles de 
S,. 

Lemme 3.10. Pour tout w dans Hl^i{RT.g,Z/2Z), l'application A"" = A{.,w) : [(Sp.cs), {C*,conj)] 
Z/2Z est un morphisme. 

Démonstration. Ce lemme résulte du fait que les formes quadratiques q G RSpinÇEg) sont 
linéaires en restriction au lagrangien qui est le dual de Poincaré de F~ . □ 

Définition 3.4. On dit que deux structures Spin réelles ^ et C sont bordantes si et seulement 
si elles ont même première classe de Stiefel-Whitney et si {^g,C) i^g^C) sont bordantes. 

Les lemmes précédents montrent que le groupe [(Eg,cx;), {C*,conj)] agit sur les classes 
de bordisme réelles sans changer leur première classe de Stiefel-Whitney et que cette action 
est donnée par l'application A. 
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3.2 Action des automorphismes réels sur les orientations du fibré déter- 
minant et structures Spin réelles 

3.2.1 Énoncés 

Nous pouvons maintenant rappeler l'énoncé suivant qui donne une interprétation to- 
pologique de l'action de M.GL{N) sur les orientations de Det(A'") lorsque deg(iV) = g + 1 
mod 2. 

Théorème 3.2. Soit {N,cn) un fibré vectoriel complexe de rang 1 muni d'une structure 
réelle sur (Eg,ci;), de partie réelle non vide. Soit f G M.GL{N) = MC°°(Ep,C*). Si le degré 
de N n'est pas de même parité que le genre de T,g, alors l'action de f sur les orientations 
du fibré Det(A'") coïncide avec l'action de f sur les classes de bordisme de structures Spin 
réelles de (Eg,cs) de même première classe de Stiefel-Whitney que WN. Ainsi, f préserve 
les orientations de Det(iV) si et seulement si A{f,wi{WN)) = 0. 

Remarque 3.5. — 

- Nous traitons le cas où deg(A^) = g mod 2 dans le Théorème 3.3 mais notons dès 
maintenant que l'énoncé précédent n'est plus vrai dans ce cas. En effet, la fonction 
constante égale à —1 préserve toujours les classes de bordisme de structures Spin 
réelles de Sg, mais son action sur les orientations du fibré Det{N) n'est triviale que 
lorsque deg(A'^) + 1 — 5 = mod 2. 

Nous pouvons formuler cette remarque de façon différente. Soit M une déformation 
réelle de fibrés en droites holomorplies sur ÇEg, cs) au-dessus d'une base {B, cb)- C'est- 
à-dire que pour b dans B (resp. dans M.B), Mb est un fibré en droites holomorphe 
(resp. réel) sur E^, et M est un fibré en droites holomorphe réel sur B X S^. Notons 
TT : B X T,g ^ B. Alors le groupe de Picard réel MPic(i?) agit sur par L G 
MPic(-B) I— 7- Tr*L A/". Fibre à fibre, cette action ne change pas A/fe- Par contre la 
déformation globale n'est plus la même. 

En prenant en particulier B = CP^, L = O^pi (1) et deg(A/f,) = g mod 2, cette action 
change l'orientabilité du fibré déterminant Det(AA) au-dessus de Mi? = MP^. 

- Dans le cas particulier où la courbe est de genre zéro, le Lemme 3.4 nous dit qu'il 
n'y a essentiellement que deux automorphismes de fibrés en droites holomorphes réels 
sur la sphère au-dessus de l'identité : l'identité et la multiplication par —1. Pour la 
sphère, nous n'avons donc pas besoin de structures Spin réelles. Un automorphisme 
n'échangera les orientations du fibré déterminant que s'il est négatif sur l'équateur et 
si le degré du fibré est pair. 

Comme le suggère la Remarque 3.5, nous devons prendre en compte le signe des éléments 
de M.GL{N) sur la partie réelle de de façon plus précise pour obtenir un résultat plus 
général. C'est ce que nous faisons maintenant. 

Tout élément / de [(Sg, cs), (C*, conj)] induit un morphisme de calcul de signe 

€/ : Ho{R'Eg,Z/2Z) Z/2Z 
/ 

de la façon suivante. Le quotient y— restreint à chaque composante de MS^ est un élément 

I J I 

de {—1, 1}. La fonction 

^ : MEg ^ Z/2Z 
l/l 

est donc localement constante. Elle définit donc un morphisme de i/o(KEg, Z/2Z) — > (Z/2Z)'^ 
que l'on compose avec le morphisme d'augmentation (Z/2Z)*^ Z/2Z pour obtenir e/. 
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Remarque 3.6. — Si nous choisissons une base symplectique réelle {ai,bi) de iîi(Sg,Z), 
alors les morphismes G F~ et e/ sont reliés par 



Posons 

Poif): //i(MEg,Z/2Z) ^ Z/2Z 

w e/(l-iy^°). 

Cette application mesure l'action de / sur les orientations de la droite réelle ^(ML)^;. 
pour tout L G ]&Spin{T,g,w) et G (MSg)j. 

Lemme 3.11. Pout tout f élément de [{T,g,cs),{C* ,conj)], les applications /3o(/) st A{f) 

sont deux formes affines de même direction. 

Démonstration. Soient w et w' deux éléments de iî^_,_]^(M$]g, Z/2Z), q G RSpin{T,g,w) et 
q' G WSpinÇEgjw'). Prenons une base symplectique réelle {ai,bi) de Hi{T,g,Z). Elle induit 
une base ci = ai, ... , Ck-i = au-i, Cfc = + ak+m, ■ ■ ■ , Ck+m-i = Ofe+m-i + ag, Ck+m = 
h - bk+m,---,Cg = bk+m-1 - bg (resp. ci = ai,...,Cg = ag) de Hi{i:g,Z)+i lorsque la 
courbe est séparante (resp. non séparante). On complète cette dernière en une nouvelle base 
symplectique de iî'i(Sg,Z) en posant di = bi,...,dk-i = bk-i,dk = bk, ■ ■ ■ ,dk+m-i = 
bk+m-i,dk+m = ak,...,dg = ak+m-i (resp. di = bi, . . . ,dg = bg). On a 



i=l 

D'après le Lemme 3.8, nous avons q{ci) = q'(ci) pour i > k. Ainsi, 

A{f){w)-A{f){w') = {q-q'){J2Mdi)ci) 

i=l 
k-1 

= {q-q'){J2f*ibi)mg]i) 

i=l 

k-1 

= J2f4bi){w-w'){[R^g]i) 

1=1 

k—1 

= j2('f{mg]f'') - ef{mg]r)){w - w')mg],) 



i=l 
k-1 



d'après la Remarque 3.6. Puisque ''^{w — w'){[RT,g]i) = {w — w'){[RT,g]Q), on a 



fc-l N 

PD 



A{f){w)-A{f){w') = ef[Y,i^-w'){[RJ:g]i)[R^g] 



>i=i 



-((& 



w-w'){[RJ:g]i) [MS,]P 



PD 



fc-l 

PD 

i=0 

/\PD 



\î=0 

= ef{w — w') 
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Ainsi 

Aif ){w) - Aif){w') = f3o{f )iw) - Po{f){w'). 

□ 

Autrement dit, un élément / G [{"^g, cs), (C*, conj)] agit de la même façon sur les classes 
de bordisme de structures Spin réelles de première classe de Stiefel-Wliitney w et sur les 
orientations de {'^L)xi pour tout L G WSpin{Tjg,w) et Xi G (MSg)i, à une 

-u)i(RL){[REg]i)=0 

constante (ne dépendant pas de w) près. C'est cette constante stopif) qui nous intéresse. 

Définition 3.5. - Pour f dans [(S^.cs), {C*,conj)] et w e H^^-^{RJ:g,Z/2Z), on pose 

Stopif) ■■= Po{f)H+A{f,w) G Z/2Z. 

- Etant donné {N,cn) — > (Sg,cs) un fibré en droites complexes muni d'une structure 
réelle, et f E WGL{N), on pose 

SNif) := Stopif) + Po{f){wi{RN)) e ^/2Z- 

Exemple 3.2. — Calculons la valeur de stop sur la famille B. Fixons pour cela q G 

RSpin{T,g, w). 

- Pour i = 0, . . . , fc — 1, d'une part A{fi, w) = q{[U.T,g]i) = 1 — w{[U.T,g]i), et d'autre 
part, comme fi n'est négative que sur la composante (KSg)i de MEg, Po{f){w) = 
1 — ît;([MSg]j). Nous avons donc dans ce cas Stopifi) = 0. 

- Si (T,g, cg) n'est pas séparante et i G {k, . . . , g}, d'une part A{ fi, w) = q{ai) = 1 car Oj 
est globalement stable (voir Lemme 3.8), d'autre part l3o{f){w) = car fi est positive 
sur MSg. Nous avons donc stopifi) = 1 dans ce cas. 

- Si (Sg, cs) est séparante et î G {k, . . . , k+m—1}, d'une part A{fi, w) = (7(ai+cs(ai)) = 
et A{gi,w) = q{hi + cs(6i)) = d'après le Lemme 3.5, d'autre part fi est positive 
sur MSg donc /3o(/i) = 0- Nous avons donc dans ce cas stopifi) = stopiçi) = 0. 

Remarque 3.7. — 

- Lorsque deg(A^) = 17 + 1 mod 2, nous pouvons prendre wi{RN) G iï^_^i(MSg, Z/2Z) 

pour calculer stop- Nous avons alors dans ce cas sn = 

fe-i a 

- Comme -1 = H fi e [(S^, cs), (C*, conj)] (resp. -1 = H ^ K^s, ce), {C*,conj)]) 

i=0 i=0 

lorsque la courbe est séparante (resp. non séparante), il suit de l'exemple 3.2 que 
Stop(— 1) = (resp. stop{—l) = g — k + 1 mod 2). D'après le Lemme 3.4, si g — k+1 = 
mod 2, Stop passe au quotient en un morphisme de F~ à valeurs dans Z/2Z. Il en est 
de même pour sat si deg(iV) = g + 1 mod 2. 

- Lorsque la courbe est séparante, l'Exemple 3.2 et le Lemme 3.4 nous montrent que 
le morphisme stop est nul (comparer avec [9]). Ainsi, dans ce cas, le signe sjv(/) se 
calcule simplement en regardant le signe de / sur les composantes de MEg où MiV est 
orientable et en en faisant le produit. 

Dans le cas général, si nous choisissons une composante connexe particulière (MSp)o de MSg, 
la Remarque 3.1 nous permet de définir stop sur le produit Z/2Z x F~ . Si nous prenons une 
autre composante (MSg)j, alors le morphisme obtenu se déduit du précédent en le composant 
à droite par l'isomorphisme donné dans la Remarque 3.1. 

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat en tout degré. 
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Théorème 3.3. Soit {N,cn) un fibré en droites complexes sur (Sp,cs) de partie réelle non 
vide et f E WGL{N). Alors l'automorphisme / préserve les orientations du fibré Det(A^) si 
et seulement si s^if) = 0. 

Corollaire 3.1. Si f est positive surWHg et préserve une structure Spin réelle de Hg, alors 
f préserve les orientations de Det(A^). 

Si (Sg,cs) est séparante, alors f préserve les orientations de Det(A^) si et seulement si 
f échange les orientations d'un nomhre pair de composantes orientables de MN. 

Démonstration. Ceci suit du Théorème 3.3, du Lemme 3.11 et de la Remarque 3.7. □ 

Le Théorème 3.2 est un cas particuher du Théorème 3.3 grâce à la Remarque 3.7. Re- 
marquons aussi que le signe sn se décompose en une partie « purement topologique »ne 
dépendant pas du fibré N et une contribution de la partie réelle de N. 

Pour démontrer le Théorème 3.3 nous commençons par étudier le cas où N est de degré 
et wi(M.N) est nul en décrivant explicitement l'action des automorphismes sur les conoyaux 
des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur N. Dans un deuxième temps, nous réduisons 
le cas général au cas du degré 0. 

3.2.2 Conoyaux d'opérateurs de Cauchy-Riemann réels 

L'objet de cette section est de décrire le conoyau réel d'un opérateur de Cauchy-Riemann 
sur le fibré en droites complexes trivial (Ç, conj) (Eg, cs)- Nous supposons de plus que g 
est non nul. 

Pour une structure complexe J sur T,g qui rend cs anti-holomorphe, nous notons Bj 

l'opérateur de Cauchy-Riemann réel -(d-|-iodo J) sur le fibré en droites complexes trivial. 

Dans le cas où (S^, cs) est séparante, nous aurons aussi besoin d'une fonction n : ^ C, 
Z/2Z-équi variante, valant au voisinage de MSg, i sur une hémisphère et —i sur l'autre. 
Cette fonction n'est pas unique, nous faisons donc un choix. Nous choisissons aussi une 
base symplectique réelle {ai,bi) de Hi{T,g,Z). Remarquons qu'elle induit une orientation 
sur chaque composante de WEg. D'autre part, les fonctions de la famille B construites au 
§3.1.1 et que l'on utilise ici ne sont pas (généralement) à prendre à isotopie près, mais sont 
bien des représentants précis et choisis de leurs classes. En effet, si d est un opérateur de 
Cauchy-Riemann réel sur (Ç, conj), alors nous utiliserons le morphisme 



Lorsque d = dj, une fonction / G MC~(Sg,C*) admettant un logarithme g G MC~(Sg,C) 
s'envoie sur dj{g) = G i7|^(Sg,Ç)+i par ce morphisme. Cette application est donc bien 
définie sur [ÇSg, cs), (C*. conj)] lorsque d = dj. Ce n'est toutefois plus le cas lorsque d ^ dj. 



ce qui n'est pas en général dans l'image de d. 

Lemme 3.12. Si (Sg,cs) n'est pas séparante : {T,g,Ç)+i est engendré par les formes 



MC~(Eg,C*) ^ m{j:g,ç)+i 





dj{h) 



fi 
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Si (Sg,cs) est séparante : ff|^(Sg,C)+i est engendré par les formes 

dj{h) dj{fk-i) dj{fk) dj{fk) dj{fk+m-i) dj{fk+m-i) 

— ï — ï ,— ? — ,u— — ^ ,u— ou encore 

Il _ Jk-l _ Jk _ Jk _ Jk+m-l _ Jk+m-l 

djjfi) dj{fk-i) dj{gk) dj{gk) 9j(fffc+m-i) ^j(fffc+m-i) 

Jl Jk-l 9k 9k 9k+m-l 9k+m-l 

Démonstration. Soit (cji, . . . ,LOg) une base de H^^^Eg, K^) vérifiant 



'ai 

Nous différencions ies deux cas : 



/ <J^n = Si l- 



Si (Eg, cs) n'est pas séparante : Posons ujj = ^^^^^ ! cette nouvelle famille forme une 
base de i^s)-!- D'autre part, en reprenant les notations du §3.1.1, on re- 

marque que pour tout Z G {1, . . . ,g}, fi^Ai admet un logarithme log(/;|^;) valant in 
sur a;. On a alors 



7s II JAi II 

= [ d{\og{fi\AM) 
J Al 

Jd(Ai) 

■J ai 



'd{Ai) 
2i7r 



Si (Sg, cs) est séparante : Posons ui'j = '^^ ^^^^ pour j = 1, . . . , + m — 1 et uj" = 

'^^~^2i^'^^ pour j = A;, . . . , A; + m — 1 ; de même, cette famille forme une base de 
iîg^(Sg, Dans ce cas nous avons 

j dj{fi) ^ ^, ^ ^^^^^ ^^^^ j, Z = 1, . . . , + m - 1 

/" dj{fl) . // X 11 ; I 1 

J u — - — A Uj = Oj^i, pour J, L = k, . . . , k + m — 1. 

Faisons le calcul dans le second cas, et fixons j , l & {k, . . . , k + m — 1} . De même que 
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précédemment, admet un logarithme log(//|^J valant iir sur ai, et on a 



il JAi h JAi+^ Il 



JAi II _ JAi+ru V 

f M^aJ' 



fl 



Al fl " ^ 



21He(^i^ d(ln(/,|^Ja;;) 



'd{Ai) 
ai 



ii ujj-i cjj\ 

y Jai •Jai+m ) 



= ^j,i- 

La dualité de Serre (voir [24]) nous fournit alors le résultat. □ 

Nous allons maintenant rayonner dans RCj(C) à partir de l'opérateur dj en partant 
dans les directions fournies par l'action des automorphismes construits au §3.1.1 sur cet 
opérateur. Posons pour / G MC°°(Sg,C*) 



On remarque que d'après le Lemme 3.12, si ind(/) 7^ 0, alors le fibré holomorphe (C, (9j j) est 
isomorphe au fibré holomorphe trivial si et seulement si t est entier. En effet, si g ^ MGL(Ç) 
est un tel isomorphisme, alors nous avons 

p. , ,dj{f) ^ dj{g) 

dj + t—— = g dj = dj + . (*) 

/ 9 

Si l'on décompose f et g grâce à la famille B, "^^/^ et "^^^^ s'écrivent comme combinaisons 

/ 9 

linéaires à coefficients entiers, donnés par les indices de / et g, des formes apparaissant dans 
le Lemme 3.12. L'égalité (*) impose donc que t doit être entier. 

En particulier, lorsque t n'est pas entier, le noyau de l'opérateur djji est nul, et son 
conoyau est de dimension g — 1. Plus précisément, nous avons le résultat suivant. 

Proposition 3.2. Soit (Sg,cx;) une surface de Riemann réelle de genre g non nul et de 

structure complexe fixée J G MJ(Sg). Si t est un réel non entier, alors : 

Si (Eg,cs) n'est pas séparante : pour tout l G {l,...,^'}, ifj^ (Sg,Ç)+i est engendré 

J'fi 

par les formes 

_ djjfi) BM) _ djjfg) 

h II Jg 

Si (Sg,cs) est séparante : i/J^ (Sp,Ç)+i est engendré par les formes 

jJi 

djjfi) BM) dj{fk-i) djjfk) 
«1 = — 7 — 1 — f — , ■ ■ ■,ak-i = — 7 ,oik = — 7 — , 

/l Jl Jk-l Jk 
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djifk) dj{fg-m) dj{fg-m) • , ^ , ^ , , 

«fe+m = U f , • • • , Oig-rn = , "g = SI 1 < l < k - 1, 

Jk Jg—m Jg—m 

, , djjh) BJuÎ) tdfl) dj{fg-m) 

OU par les formes ai = — - — , . . . , — - — ,u — - — , . . . , Œg-m = — = 

Jl Jl II Jg—m 

U "^^/^ "^^ , ai-^-m = dj{u) si k <l < k + m — 1 = g — m. 

Jg—m 

De même, H^t (Sg,Ç)+i est engendré par les formes 

_ djjfi) dj{gi) dj{gi) _ dj{gg-m) _ dj{gg-m) 

Q!l — )^ )■■■) OLg—m — ) (^g — ^ i 

Jl 91 91 9g-m 9g-m 

ai+rn = dj (u) pour l = k,...,k + m— l=g — m. 

Nous commençons par un résultat intermédiaire. Prenons f = fi, l G {1, . . . ,g}, une des 
fonctions de la famille B, et soit A = (Ai, . . . , A;, . . . , \g) un {g — l)-uplet de réels {g est non 
nul). Posons 

MJ(Sg) xM\ZxLi'P(Sg,C)+i ^ 

g 

iJ,t,v) ^ d\fV-^Xjaj. 

m 

où p > 2 et £^-^ est le fibré sur WJiT^g) de fibre au-dessus de J les (0, l)-formes pour J à 
valeurs complexes I/î'(Sg, Aj^Sg)+i. Considérons Mf^x = -^^^^({0}). Notons iTf^x : M.f^\ — >■ 
M \ Z la projection sur le second facteur. 

Lemme 3.13. Soit (Sg,cs) une surface compacte réelle orientée de genre g non nul. Sup- 
posons que A n'est pas nul. Alors : 

1. Mf^x est une sous-variété de MJ(Sp) x M\Z x L"^'^(Eg, C)+i. Plus précisément, est 
une valeur régulière de Fj^x- 

2. La différentielle dvr/^A ^st surjective en tout point de Mf,x- 

Démonstration. Supposons que Mf,x est non vide. Nous montrons en fait un résultat qui 
implique directement les deux points du Lemme. Fixons {J,t,v) G A4/^A) et montrons que 

d(j,t,v)Ff,x{.,0,-) ■ {j,w) G TjRJi^g) X Li'î'(S^,C)+i 

1 ^ 
^ d^jjw + -{i o dv o j + t^i o df o j) G A°'^Sg)+i 

^ ^ j=i 



^(^-d/,oJ).-(_ 

aj vaut -^^-j-^, u ''^J'" ou dj{u). 
Jj Jj 

Déjà, l'image de d(ji^)Fj ;^(., 0, .) est fermée et son conoyau est de dimension finie, car 
l'opérateur djj est Fredliolm. Supposons que d^^j^f^^-^Ff^xi-, 0, .) n'est pas surjective et prenons 
donc Lo G LP' {T,g, Ky,) non nulle telle que pour tout {j,w) G Tj^J(Yjg) x L^'î'(Sg, C)+i 



est surjective. Ici, àj{ j) désigne -(^^od/jo j), -(— iod/jo j), ou -{ioduo j) selon que 
d jjfj) Jjjfj. 



ujAd^j^t^^)Ff^x{J,0,w) = 0. (*) 

E 
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En particulier, en prenant J = 0, nous avons pour tout w G L^'P(Sp,C)+i 



i 



co A djjw = 0. 



D'après le Théorème C.2.3 de [17], lo € L^'P{^g,Kj:) et vérifie dju + toj A = 0. Par 

régularité elliptique et d'après le Lemme de prolongement unique (voir [12], [11] ou [3] par 
exemple), co est lisse et ne s'annule qu'en un nombre fini de points. 

Supposons dans un premier temps que nous ne sommes pas dans le cas où la courbe est 

9 

séparante et Z > A; et Xi+m / 0. Montrons qu'il existe un ouvert U non vide de \ [J Aj, 
invariant par cs, et sur lequel u et dv sont non nulles. Comme le lieu des zéros de dv est fermé, 

9 

l'existence de U est équivalente au fait que dv ne soit pas partout nulle sur Eg \ Aj. Nous 

j^i 

g 

raisonnons par l'absurde et supposons donc que v est localement constante sur \ Aj. 
j=i 

9 

Comme \ Aj est connexe, v y est constante. Par hypothèse, il existe n G {1 . . . , 5}\{Z} 

i=i 

tel que A„ 7^ 0. Nous distinguons plusieurs cas. 

- Supposons tout d'abord que la courbe n'est pas séparante. Découpons alors Sp le long 
d'une courbe homologue à de sorte à obtenir un tore privé d'un disque sur lequel 
seule la fonction /„ varie. En recollant un disque pour obtenir un tore T (voir Figure 
3) nous pouvons y prolonger v et fn, et nous avons alors l'équation 

OJtV = Xn—^ 

Jn 

sur le tore T. Or, d'après le Lemme 3.12, ceci n'est pas possible, et nous obtenons une 
contradiction. 




Figure 3 - Le tore T découpé 

- Si la courbe est séparante et n < A;, nous pouvons utiliser le même raisonnement. 

- Supposons enfin que la courbe est séparante, que n > k et que si l > k alors l + m ^ n. 
Découpons alors Hg le long de deux courbes complexes conjuguées et homologues 
l'une de l'autre de sorte à obtenir une surface de genre deux privée de deux disques 
sur laquelle seule la fonction /„ (resp. fn-m) varie si n < g — m (resp. si n > g' — m). 
En recollant deux disques pour obtenir une surface de genre deux S' (voir Figure 4) 
nous pouvons y prolonger v, u et /„ (resp. fn-m) si n < g — m (resp. si n > g — m), 
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et nous avons alors les équations 



dj^,V = K^:^ h An+mU SI H < g - m, 



dj^,V = Xn-m^ h \nU- 



fn — r 



SI n > g — m, 



sur la surface S'. Or, d'après le Lemme 3.12, ceci n'est pas possible, et nous obtenons 
à nouveau une contradiction. 



U = l 




V = este 



V = este 



Figure 4 - La surface S' découpée 

g 

Prenons alors U C — \^ Aj un ouvert invariant par cs tel que u^u et dvp ne s'an- 

nulent pas, et ^ une (0, l)-forme pour J à valeurs complexes, Z/2Z-équivariante sur T,g, à 
support inclus dans U et telle que J a; A ^ 7^ 0. Comme dv ne s'annule pas sur U, posons 
j = {dv)~^ o {-i) o^e TjRJCEg) et nous avons 



J^uA d(j,t,„)F/,A( j, 0, 0) = ^ a; A Ç 7^ 0, 



car le support de j est inclus dans — Aj. Ceci est en contradiction avec (*), et 

d(j,t,î,)^/,A(-,0, .) est donc surjective. 

Supposons maintenant que la courbe est sci)araiitc, que Z > A; et que Xi+m est non nul. 

y 

Montrons qu'il existe un ouvert U non vide de \ Aj, invariant par cs, et sur lequel u et 

j=0 

dv sont non nulles. On raisonne à nouveau par l'absurde, et on suppose que v est localement 
9 9 

constante sur Sg \ Aj. Sur Sg \ ^j, v vérifie djv = Xi^^dju. Il existe donc c G M 

j=0 j=l 
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g 

tel que v = Xi-\-mU + c sur \ Aj car d{v — u) s'annule un nombre infini de fois sur 

i=i 

ce même ensemble. Si l'on découpe maintenant un tore contenant Ai et qu'on le rebouche 
comme précédemment, nous avons sur ce tore T 

Il 

Or, l'opérateur Bj^ est injectif lorsque t n'est pas entier. En effet, dans le cas contraire il 

existerait g G C°°{T, C*) tel que t ^'^'^ = En utilisant les mêmes techniques que dans 

le Lemme 3.4, on peut démontrer que g est homotope à un produit de la forme {fiY{giY 
avec p,q E Z. On a donc l'égalité 

^ dj^fi ^ dj^g ^^ dj^fi ^ ^ dj^gi 
fl g fl 91 

dans Hl (T, Ç). Prenons alors oj e (T, Kt) tel que 

f 1 

Jai 2z7r 

On fait le produit extérieur par oj puis on intégre l'égalité (*) pour obtenir comme dans le 
Lemme 3.12 

t=p + q\ uj. 



Jbi 



Le second terme de cette égalité est entier ou complexe alors que t ne l'est pas. Donc dj^ 
est bien injectif et v est nul sur T. Toutefois, ceci n'est pas possible car on aurait alors 

c = XlJ^mi G ^■ 

On raisonne ensuite de même que précédemment pour montrer que d(j( ,\(., 0, .) est 
surjective. 

Ceci nous donne immédiatement le premier point du Lemme. Quant au deuxième, 
d(j,t,r))7r/,A est surjective si et seulement si pour tout t € M il existe [J^w] G TjM.Jillg) x 
L^'î'(i;p,C)+i tel que {j,i,w) G T(^j,t,v)Mf^x = ^QT^{à-(j,t,v)Ff,x). Autrement dit, d(j,i_^)7r/,A 
est surjective si et seulement si 

Vi G M, 3{j,w) G TjRJi^g) X L^^P{Eg,C)+u d^j,t,v)Ff,xij,0,w) = -d(j,t,„)F/,A(0, i, 0). 

Mais cette dernière assertion est vraie car d(^jf .^'jFf^x{.,0, .) est surjective. □ 

Démonstration de la Proposition 3.2. Premier cas : le support de ^ est connexe. 

fl 

Prenons f = fi correspondant à une courbe stable ou globalement stable a = a;, et soient 
Al, . . . , A;, . . . , Ag des réels. 

Nous établissons tout d'abord le résultat quand t est rationnel. Écrivons donc * = | 
(p A g = 1, et g > 1). Supposons qu'il existe une fonction vt vérifiant 



g 



3=1 
3^1 
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Notons Tq'.Tig —7- le revêtement à q feuillet associé à a», e Honi(ifi(Sg,Z),Z/çZ) (voir 
Figure 5). Alors le relevé / = /or^ de / sur S^'' admet une puissance t-ième (non unique, on 
en choisit une notée /*). On note vt et fj les relevés respectifs Aevt et fj,j G {1, . . . , ^}\{Z} ; 
dj désignera aussi le relevé de dj. Les fonctions fj s'écrivent fj = fj^Q x . . . x où les 

fj^n sont des fonctions du même type que celles construites au §3.1.1, à partir des relevés 
ajfi, . . . , aj,q-i de aj ; chacune ne varie donc que dans un des feuillets (voir Figure 5). 



Feuillet 1 



Feuillet 




Figure 5 - Revêtement et relevés 
Celles-ci sont numérotées de sorte que /*aj,ra = e^*™* '^j,n- Comme 

on a 

9 9-1 



j=l n=0 

Or, si le terme de gauche est dans l'image de l'opérateur dj, ce n'est pas le cas de celui 
de droite si un des Aj est non nul. Ceci se vérifie en effet en utilisant par exemple une 
famille libre de q{g — 1) formes holomorphes {ujj^n) i<j^i<g sur associée à la famille 

0<n<g-l 

(%>) i<j^i<g 1 c'est-à-dire telles que 

0<n<g-l 



/ 



UJr 



2iTT 



{j,n),{r,s)- 



Alors, pour tout j, r G {1, . . . ,g} \ {1} et n, s G {0, . . . , g — 1}, on a comme dans le Lemme 
3.12 



In, 



Oij,n A UJr,s = —7 A UJr,s = d(i,n),(r,s) > 

Jj.n 



si ÇEg, Ce) n'est pas séparante ou si (Eg, cs) est séparante et j, r < A; -|- m — 1, et 



Mfj- 



m.n) 



U T- ■ — /\i^r,s = 'I0(j-m,n),(r,s), 

Jj—m,n 



34 



si (Sg, cs) est séparante etj > k + m — letr< k + m — 1. Nous pouvons maintenant 
calculer 

_ (,<,-! \ 

luJr,sAdj{vtf)= / < 



2i7rnt 



. 3=1 n=0 , 



ce qui donne 



= e^*'^''* si (Sp, cs) n'est pas séparante ou si (S^, cs) est séparante et r < A; 
= (A,. + iXr+m) e^'^^* si (Sg, cs) est séparante etk<r<k + m — 1. 

Ainsi tous les \j sont nuls. 

Passons maintenant au cas où t n'est plus forcément rationnel. Si nous supposons par 
l'absurde que M.f,\ est non vide et que A n'est pas nul, alors d'après le Lemme 3.13, tt/^a 
est une application ouverte et son image contient donc un rationnel. Mais ceci contredit la 
première partie de la preuve. M.f,\ est donc vide, ce qui conclut ce premier cas. 

Deuxième cas : le support de ^"^^J^^ a deux composantes connexes. Prenons 

f = fl correspondant à une paire de courbes simples notée c. Nous ne montrons ici que le fait 
que la forme ai-^-m = dj{u) n'est pas dans l'image de l'opérateur djj,, le reste se montrant 
comme dans le premier cas. 

Commençons par le cas t = ^,pAq = letq>l. Supposons par l'absurde l'existence 
d'une fonction vt vérifiant 

dlf{vt) = dj{u). 

En raisonnant comme précédemment sur le revêtement à g feuillets associé à c • ., et en 
dénotant avec un tilde les relevés des diverses fonctions, voir Figure 6, on a 

dj{vtp) = ~fdj{u). 

La surface est séparée en deux composantes connexes par les relevés de MSg. 

Feuillet Feuillet 1 



Û = +i 



û = +i 





Figure 6 - Revêtement et relevés pour une courbe séparante 
— q,+ 

Prenons Sg celle où la partie imaginaire de û est positive, et restreignons-y l'équation 

q-l 

précédente. Définissons la fonction û+ par û'^ = Un, où Un = ù sur le n-ième feuillet et 

n=0 
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q-1 



Un = i ailleurs. Ainsi ôj(û+) = dj{û), et = ^ e^*'^"* 5j(n„), de sorte que nous 



n=0 



obtenons une fonction holomorphe ht sur Eg ' donnée par 



ht = f% - 



e^'™* Un. 



n=0 



De plus, 



q-1 



/it(ô(E/'^)) C U (e2-«*(i + M)) =P„ 



n=0 



car sur une composante réelle du n-icmc feuillet, n € {0, . . . ,q — 1}, on a vt G M, /* = e 

q-1 

Un = et Uj =isi j j^n, tandis que ^ e^*'^-'* = - e^*'^"*. 



3=0 

Comme ht est une application ouverte, nous avons 

'9,H 



')), et 

comme S^^' est compacte, l'image de ht est compacte. Prenons un disque B dans C centré 
en contenant l'image de ht et de rayon minimal. Notons / un des points d'intersection du 
bord de ce disque avec le bord de l'image de ht- Alors / est un point d'intersection entre deux 

droites de Pq. En effet, d'une part / est dans ht{d{T.g'^' )) qui est inclus dans Pq, d'autre part 
si / n'était pas à l'intersection de deux droites, alors on aurait un petit intervalle centré en 
/ sur la droite contenant / qui serait inclus dans le bord de l'image de ht- Ceci contredirait 
la minimalité du rayon du disque B. 

Notons D et D' les deux droites de Pq s'intersectant en /. Comme Pq ne contient qu'un 
nombre fini de droites, au voisinage de / le bord de l'image de ht est inclus dans D U D' et 
l'intérieur de l'image est contenue dans un des secteurs découpés par D et D' (voir Figure 
7). 




Figure 7 - Image de ht au voisinage de I (partie hachurée) 

Prenons n G {0, . . . , ç — 1} tel que D = e^''^"*(z + M) et considérons la restriction hn,t de 
ht au feuillet n. Prenons un petit voisinage V de /. Comme hn^t est une application ouverte, 
V riim.{hn,t) est d'intérieur non vide. Le bord de l'image de hn,t au voisinage de / n'est donc 
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pas complètement inclus dans D. Ainsi, dans tout voisinage de / il existe un point qui est 
dans d{\m.{hn,t)) mais pas dans D. On peut donc construire une suite de points {Ir)r&i de 
d(mi{hn,t)) \ D qui converge vers /. De plus, les antécédents de ces points par hn,t sont dans 
le bord du n-ième feuillet mais pas dans la partie réelle. Quitte à extraire, on obtient donc 
une suite de points du n-ième feuillet qui converge vers un point x qui est dans l'intérieur de 

Sg"^' et tel que ht{x) = I. Ceci est en contradiction avec le fait que ht est une application 

ouverte sur T^f'^ 

Le cas où t n'est pas rationnel découle comme précédemment du Lemme 3.13. □ 

3.2.3 Action des automorphismes réels sur le fibré déterminant 

Passons maintenant à l'étude de l'action des automorphismes réels sur les orientations 
du fibré déterminant. Démontrons tout d'abord le résultat suivant. 

Proposition 3.3. Soit {N,C]\f) un fibré vectoriel complexe de rang 1 sur (Sg,cs) de partie 
réelle non vide. Fixons une base symplectique réelle {ai,bi) de et notons B la 

famille génératrice de M.GL{N) associée (voir §3.1.1). Nous avons alors les deux cas suivant. 

- Si la courbe (S^jCe) est séparante, l'automorphisme fjÇ:B,0<j<k — 1 renverse 
les orientations du fibré Det(Ar) si et seulement si {^N)j est orientable, alors que les 
automorphismes fk,gk, ■ ■ ■ , fm+k-i, 9m+k-i £ S les préservent toujours. 

- Si la courbe (Sg,cs) n'est pas séparante, l'automorphisme fj & B, < j < k — 1 
renverse les orientations du fibré Det{N) si et seulement si {^N)j est orientable, 
alors que les automorphismes fk,...,fgÇ:Bles renversent toujours. 

Remarque 3.8. — Le cas où le genre g est nul se traite aisément. Nous avons dans ce 
cas un seul élément dans B, et celui-ci est liomotope à la fonction constante égale à —1. Or 
celle-ci préserve les orientations si et seulement si dim{H^{'Eg, A^)+i) — dim(iî^(Eg, iV)_|_i) = 
deg(A^) -|- 1 est pair, donc si et seulement si MA^ n'est pas orientable. 

La démonstration de la Proposition 3.3 se fait en deux temps. Nous commençons par 
traiter le cas du fibré trivial, puis nous utilisons des transformations élémentaires négatives 
pour nous ramener à ce cas. 

Le c£is du fibré trivial 

Proposition 3.4. Soit (Sp,cs) une courbe de partie réelle non vide. Fixons une base sym- 
plectique réelle {ai,bi) de Hi{T,g,Z) et notons B la famille génératrice de MGL(Ç) associée 
(voir §3.1.1). Nous avons alors les deux cas suivant. 

- Si la courbe (Sg,cs) est séparante, l'automorphisme fj & B, < j < k — 1 renverse les 
orientations du fibré T)et{Ç), alors que les automorphismes fk,gkT ■ ■ ■> fm+k-i^ 9m+k-i € 
B les préservent. 

- Si la courbe (Sç,,cx;) n'est pas séparante, tous les éléments de B renversent les orien- 
tations du fibré Det(Ç). 

Fixons une structure complexe J G MJÇSg). La Proposition 3.2 donne une trivialisation 
du fibré Det(Ç) au-dessus des intervalles ouverts (dj )t^jn,n+i[j n £ Z. Toutefois, sous l'action 
d'un des automorphismes / considérés dans l'énoncé, un intervalle ouvert {dj j:)t^jn,n+i[j ^ € 
Z, est envoyé sur l'intervalle consécutif {dj j:)tç]^n+i,n+2[- Avant de démontrer la Proposition 
3.4, commençons par décrire le rapport entre les trivialisations du fibré Det(C) au-dessus de 
ces intervalles consécutifs. Nous introduisons pour cela les opérateurs suivants : 
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Si (Sg,cs) n'est pas séparante : 



n=0 



Si (Eg, Ce) est séparante et 1 < Z < A; — 1 : 



g, V, / X 

n=0 "^^ 

m+fc— 1 



Si (Lg, Ce) est séparante etfc<Z<fc + m — 1: 
$}^,i:(^;,Ai,...,Ai,...,A,)eLi'î'(E„C)x 

n=0 
m+fc— 1 



■ \ Jn Jn / 



+ Y. (Xn^H+Xn+rnU^H)+\l+rndj{u)eI/{J:g,Ay{^g)) 
„—u \ Jn in J 



n=k 
n+l 



et 



$*,,i:(i;,Ai,...,A,,...,A,)GLi'î'(S3,C) 



X 



n=0 

, , \ 9n 9n J 



n=k 
n+l 

Ceux-ci sont Fredholm d'indice et sont surjectifs lorsque t n'est pas entier d'après la 
Proposition 3.2. Ces familles d'opérateurs rencontrent toutes des murs lorsque t est entier : 
leurs noyaux deviennent d'un coup non triviaux, de dimension 1 pour les deux premiers et 
de dimension 2 pour les deux derniers. 

D'autre part, les déterminants des opérateurs $* sont par définition canoniquement iso- 
morphes à ceux des opérateurs correspondant. On a donc (dans tous les cas) pour t non 
entier 

Det(âS) = Det($*) = M. 

Le Lemme suivant permet de décrire les trivialisations du fibré Det(C) au dessus des 
droites ôj. 
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Lemme 3.14. Les familles d'opérateurs ($* Jj^k ont des traversées de murs régulières, c'est- 
à-dire que leurs dérivées par rapport à t aux valeurs entières fournissent des isomorphismes 
entre leurs noyaux et leurs conoyaux. 

Démonstration. Montrons le par exemple pour f = 0. Si (Sg,cs) n'est pas séparante et 
1 < ^ < 5 (resp. si (Sg,cs) est séparante et 1 < Z < A; — 1), alors le noyau de q (resp. 

^) est engendré par (1,0,..., 0) et son conoyau par — — d'après le Lemme 3.12. Or 

fl 

i^„o(l,0,...,0) = ^ 
èo,(l,0,...,0) = ^. 

Ce qui conclut ce cas. 

Si (Sp,cs) est séparante etA;<Z<A; + m — 1, alors le noyau de est engendré 
par (1, 0, . . . , 0) et (u, . . . , 0, —1, 0, . . . , 0) (le —1 est en position Z + m) et son conoyau par 

dj{fl) dj{fl) . 1 T O r\ 

— T — et u — - — d après le Lemme 3.12. Or 
fl fl 

èo,(l,0,...,0) = ^ 

él^^{u,0,... ,0,-1,0,. ..,0) = u^^. 

Ce qui termine la démonstration. □ 

Le Lemme 3.14 nous permet d'énoncer la Proposition suivante, tirée de [17] (Proposition 
A.2.4 p. 499), qui nous renseigne sur la trivialisation du fibré Det(C) au dessus des familles 
d'opérateurs voulues. 

Proposition 3.5 ([17]). Soient ti < t2 deux réels non entiers séparés par un unique entier 
to- Toute trivialisation du fibré Det(Ç) au-dessus du chemin dj fournit un isomorphisme 
Det(ôj') = Det($*i) = M Det((9^^) = Det($*2) = R de signe donné par la parité de la 
dimension du noyau de □ 

Démonstration de la Proposition 3.4- Fixons une structure complexe J G MJ(Sg). Suppo- 
sons que g est non nul, le cas de la sphère étant traité dans la Remarque 3.8. Notons / un 

des automorphismes considérés dans l'énoncé. Prenons l'opérateur de Cauchy-Riemann réel 

1 

d jj sur (Ç, conj). En agissant sur cet operateur, l'automorphisme / G MC°°(Sg,C*) fournit 
d'après la formule de Leibniz l'opérateur 



f*idj]) = d + l^-f = dl. 



et un isomorphisme 



Det(â_,|) = Det($^ 1^^)) = M ^ Bet{dy = Det(^>|^(^^)) = M. (*) 

Comme / envoie la base de H^ i (Ep,C)+i donnée dans la Proposition 3.2 sur la base de 

J,f 

_ 1 1 

H^i (Eo,C)+i donnée de la même façon et que ^ et . sont construits à l'aide 
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de ces bases, l'isomorphisme (*) est positif. D'après la Proposition 3.5, il ne coïncide avec 
celui induit par la trivialisation du fibré déterminant que lorsque la dimension du noyau de 
^hii:,) est paire. 

Nous retrouvons ainsi les différents cas mentionnés dans l'énoncé de la Proposition. 

- Si (Ep, cs) est séparante, les noyaux des induis par les automorphismes f^, gk, ■ ■ ■ , fk+m-i^ 9k+m-i 
sont tous de dimension 2. Ces automorphismes préservent donc les orientations de 

Det(Ç). 

- Si (Eg, cs) n'est pas séparante, le noyau de ^, j G {k, . . . ,g}, est de dimension 1. 
Un automorphisme fj, j £ {k, ■■■,§} renverse donc les orientations de Det(A^). 

- Le noyau de i, j & {0, . . . ,k — 1}, est de dimension 1. L 'automorphisme fj, j G 
{0, . . . , A; — 1} renverse donc les orientations de Dct(Ç). 

□ 

Transformations élémentaires Nous considérons maintenant {N, cn) un fibré en droites 
complexes muni d'une structure réelle sur (Eg, cs), que l'on suppose de partie réelle non vide. 
Fixons une structure complexe J G MJ(Sg). Prenons un opérateur de Cauchy-Riemann réel 
d G WCj{N). Notons J\f le faisceau des sections holomorphes de {N, d). 

Définition 3.6. La transformation élémentaire réelle négative en x E MSg du faisceau N 
est le faisceau localement libre N~x muni d'une structure réelle défini par la suite exacte 

^ A/la: ^ N^^Q. (*) 

Le faisceau N-x est de rang un, de degré deg(A^) — 1, et sa partie réelle est de première 
classe de Stiefel-Whitney wi{RN) - [MSg]*. 

Si {z,z} est une paire de points complexes conjugués de T,g, alors la transformation 
élémentaire réelle négative en {z,z} du faisceau M est le faisceau localement libre M-z-z 
muni d 'une structure réelle défini par la suite exacte 

^ N-z-z ^f N^eN^^ 0. (**) 

Le faisceau M-z-z est de rang un, de degré deg(A^) — 2, et sa partie réelle est de première 
classe de Stiefel-Whitney w\{RN). 

Si {F,cjr) est un faisceau holomorphc muni d'une structure réelle sur (E(,,cx;), l'in- 
volution cjr induit des involutions sur H^{Y,g,F) et H^(Jlg,T) et on notera avec des in- 
dices +1 leurs espaces propres associés à la valeur propre 1. On écrira aussi Det(J^) = 
^max i^H\T.g,:F)^^)®K^^^ (ii-i(Eg,.F)+i)*. 

Lemme 3.15. Si N-x est la transformation élémentaire réelle négative en x E MSg de N, 
alors on a un isomorphisme canonique 

Det(A/') = Bei{J\f-x)^'^{Nx)- 

Si M-z-z est la transformation élémentaire réelle négative en {z,z} de M, alors on a un 
isomorphisme canonique 

T>ei{M) = I}(ii{M-z-z) ® det(A^), 

où 

/^z = {{v,cn{v)) &Nz®Nz}. 
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Démonstration. Ces deux isomorphismes proviennent directement des suites exactes longues 
de cohomologie associées aux suites exactes (*) et (**). □ 



Après une transformation élémentaire négative en x G WEg du faisceau M nous retrou- 
vons un fibré en droites holomorphe réel (iV—a;, ô—x, cjv,— i ) dont le faisceau des sections 
holomorphes est naturellement isomorphe au faisceau M-x de la façon suivante. Prenons 

une carte locale holomorphe {U,^^) de T,g centrée en x et Z/2Z-équivariante. Le fibré A^-x 
est alors obtenu en recollant AK^^yia;}) et Np par l'application de recollement 

^|f/n(S3\{x}) ^ N\(s,\{x})nu / X 

Nous pouvons faire de même avec une transformation en une paire complexe conjuguée 
{z,z} pour obtenir un fibré holomorphe {N-z-z,d-z-z,C]\f-z-z)- 

Une fois le fibré N-x fixé, nous avons deux inclusions naturelles Z/2Z-équivariantes (voir 
aussi [20]) 

i-x : L'''P{J:g,N^x) L'''P{J:g,N)^x 
j-x : AO'^Eg ® N_x) ^ Lk-^^P{T.g, K'^'^^g ® N), 

où k > 1, p > 2 et L^'P(Eg, N)^x désigne les éléments de L^'PÇEg, N) qui s'annulent en 
X. On remarque que si d' est un autre opérateur de Cauchy-Riemann sur N, alors sa res- 
triction à L^^P{T,g,N_x) à travers i-x est à valeurs L'=-i'P(Sg, A^'^S^ ® N_x)- En effet, s G 
L'''P{'Eg, N)^x est dans l'image de i-x si et seulement si il existe s' G L^'^CEg, N) tel qu'on ait 
.s = Cs' au voisinage de x. Donc d'{s) = d'{^s') = Cd'{s') € j-x {L^-^^P{J:g, A^'^Sg O A^_^)) 
car ^ est holomorphe. On a l'analogue pour les transformations en deux points complexes 
conjugués. On obtient donc deux applications 

t-x : MCj(A) ^ RCj{N_x) 
et t-z-z : MCj(A) ^ MCj(A_^_^). 

De plus, l'injection i-x (resp. i-z~z) induit un isomorphisme entre le faisceau des sections 
holomorphes de {N-x,t-x{d')) (resp. de {N-2-z,t-z-zid'))) et le faisceau des sections ho- 
lomorphes de {N,d') qui s'annulent en x (resp. en zetz). 

Ces fibrés N^x et 

_2 ne sont pas canoniquemcnt définis. Toutefois les isomorphismes 
i-x et i-z-z nous donnent avec le Lcmme 3.15 (voir aussi [20], Lemma 2.4.1), 

Lemme 3.16. Soit {N^x,C]\f^-x) (resp. {N^z-z,cn-z-z)) un fibré vectoriel complexe muni 
d'une structure réelle associé à une transformation élémentaire réelle négative de N en x E 
WLg (resp. en {z,z}). Nous avons des isomorphismes canoniques 

Det(A) = {{t-xY Det(A_,)) ® R(A,) 
Det(iV) = {{t-z-zT BetiN-z-zï) ® det(A,). 

□ 

Nous pouvons de plus déterminer la fibre de N-x (resp. N-z-z) au-dessus de x (resp. z 
et z). 

Lemme 3.17. Les injections i-x et i-z-z induisent naturellement des isomorphismes 

{N-x)x = T*Y.gÇ^Nx, 

{N-z-z)z = T*^g®Nz, 

et {N-z-z)z = TIT.g(^Nz). 



41 



Démonstration. Nous faisons la démonstration dans le cas d'une transformation élémentaire 
en un point réel, l'autre cas étant analogue. Fixons un opérateur B G 'RCj(N). Prenons un 
élément v dans {N-x)x et considérons une section locale holomorphe Sy de {N-x,t-x{d)) 
définie sur un voisinage de x et telle c[ue — V. Alors est une section lo- 

cale holomorphe de (N, d) qui s'annule au point x. On peut donc définir sa dérivée en x 
Vx{i-xisv)) = Wx o ^x{i-x{sv)) e T*Y.g (g) Nx, où prx : T^xfl)^ ^ ^x est la projection 
parallèlement au tangent à la section nulle de N. 

Vérifions tout d'abord que si 9' G MCj{N) est un autre opérateur et s'^ est une section 
locale holomorphe de {N-x,t-x{d')) valant v en x, on a Vx{i-xisv)) = ^xii-x{Sy))- Sup- 
posons dans un premier temps que v est non nul. Il existe alors une fonction / à valeurs 
complexes définie sur un petit voisinage de x, telle que s[, = /s„. En particulier f{x) = 1. De 
plus, dx{i-xisy)) = dx{fi-xisv)) = i_a;(s„)(.T)da,-(/) + f{x)dx{i-xisv)) = dx{i-x{sv))- Donc 
^x{i-x{sv)) = ^xii-xis'v))- Si V est nul, une section sq s'écrit fs où s est une trivialisation 
locale de N-x au voisinage de a; et / est une fonction à valeurs complexes définie sur un petit 
voisinage de x et s'annulant en x. On trouve alors dx{i-x{so)) = Oj donc Vx(ï-a;(so)) = 0. 

On obtient donc une application linéaire 

{N^x)x ^ T*Eg^Nx 

V 1-^ Vx{i-xSv), 

bien définie indépendamment du choix de l'opérateur et de Sv Vérifions maintenant que 
celle-ci est injective. Prenons s une section locale holomorphe de (A^, d) ne s'annulant pas 
au voisinage de x. Alors, il existe s une section locale de (A'-x, t-x{d)) telle que i-x{s) = ^s. 
Donc Vx{i-x{s)) = prx{dx^s) ^ 0. Comme {N-x)x est de dimension 1, on en conclut que 
l'application (V) est injective. Par égalité des dimensions, c'est un isomorphisme. □ 

Démonstration de la Proposition 3.3. Fixons une structure complexe J G MJ(Sg). Prenons 
un point Xi, 1 < i < k^, sur chaque composante connexe de MEp où MA^ est non-orientable, 
1 deg(iV) - k. 

Y 

dcg(A^) — k- est positif. En effectuant des tranformations élémentaires réelles négatives en 
X = {xi, . . . ,Xk_, zi,c-£{zi), . . . , zi, cj:{zi)), on obtient un fibré en droites complexes muni 
d'une structure réelle (N',cn') de degré zéro et dont toutes les composantes réelles sont 
orientables. D'après le Lemme 3.16 nous avons un isomorphisme canonique 



Det(Ar) = {{t^xT Det(Ar')) ® det MAT^, (g) det ffi A^,. . (*) 



et choisissons l = points Zi,. . . ,Zi G Sg \ MSg. Supposons tout d'abord que 




Fixons / un des automorphismes considérés dans l'énoncé. D'après l'isomorphisme (*) le 
signe de l'action de / sur les orientations de Det(A') est donné par le signe de son action 
sur les orientations de Det(A"') si / est positive sur un nombre pair de composantes non- 
orientables de M.N et par son opposé sinon. Enfin, en choisissant un isomorphisme entre 
{N',cj^i) et (Ç, conj) on voit que le signe de l'action de / sur les orientations de Det(A'') 
est le même que sur les orientations de Det(Ç). 
Vérifions pour finir les différents cas. 

- Si (Sg,cs) est séparante, les automorphismes fk, dk, ■ ■ ■ , fk+m-i, gk+m-i sont tous 
positifs sur MS^ et d'après la Proposition 3.4 ils préservent les orientations de Det(C). 
Ils préservent donc les orientations de Det(A^). 

- Si {Tig, Ce) n'est pas séparante, un des automorphismes fj, j & {k,. . . ,g} est positif sur 
toutes les composantes de RSp, et d'après la Proposition 3.4 il renverse les orientations 
de Det(Ç). Il renverse donc les orientations de Det(Ar). 
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- Un des automorphismes fj, j G {0, . . . , A; — 1} est positif sur toutes les composantes 
de WEg sauf sur la j-ième, et d'après la Proposition 3.4 il renverse les orientations de 
Det(C). Il préserve donc les orientations de Det{N) si et seulement si (KA/")j n'est pas 
orientable. 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 3.3. □ 

Démonstration du Théorème 3.3. Ce Théorème découle maintenant de la Proposition 3.3 de 
l'Exemple 3.2 et du Lemme 3.4. □ 



3.3 Fibré déterminant sur le groupe de Picard 

Nous donnons maintenant une application du Théorème 3.3. 

Commençons par faire quelques remarques concernant le groupe de Picard réel (voir par 
exemple [9]). Soit (E^, cs) une surface de Riemann réelle de genre 5 > 1. Nous supposerons 
que sa partie réelle est non vide. 

Notons M£(Eg) l'ensemble des fibrés en droites holomorphes réels sur (Ep,cs). Nous 
avons sur M/:(Eg) un fibré en droites réelles Det de fibre A™^ L)+i)®h^^ {H^i^g, L)+i)* 

au-dessus de {L,cl). 

Considérons MPic(Sg) le groupe de Picard réel de (Sg,cs). Nous avons une application 
naturelle M>C(Eg) MPic(Eg) qui consiste à associer à un fibré en droites holomorphe 
réel sa classe d'isomorphisme. Toutefois, comme le montre la Remarque 3.5, un lacet dans 
MPic(Eg) ne correspond pas à une déformation à isomorphisme près de fibrés en droites 
holomorphes réels. 

Nous pouvons cependant associer à un tel lacet ([-^^]t)te[o,i] un élément de F~ , de la façon 
suivante. Choisissons un chemin d'opérateurs de Cauchy-Riemann réels (^t)t£[o,i] sur un fibré 
en droites complexe muni d'une structure réelle {L,cl) fixé se projetant dans MPic(Ep) sur 
le lacet ([L]()ig[o,i]- En prenant un automorphisme réel / G ]RGL(L) tel que f*di = Bq nous 
obtenons, d'après le Lemme 3.4, un élément ind2(/) de . D'autre part, si 5 G MGL(L) 
est un autre automorphisme vérifiant g*di = Bq, alors g est homotope à plus ou moins 
l'automorphisme / (car l' automorphisme —1 fixe les opérateurs de Cauchy-Riemann). Cette 
construction nous fournit un morphisme de « monodromie » 

fi : i7i(MPic(Eg),Z/2Z) ^ F'. 

D'autre part, nous introduisons comme Gross et Harris (voir [9]) le morphisme 

degxu;i: MPic(Eg) Z x H^{R^g,Z/2Z) 

{L,cl) ^ (deg(L),u;i(ML)). 

Pour d G Zetw £ H^{WEg,Z/2Z) tels que w{[WEg]) = d mod 2, nous noterons M Pic^(Eg) = 
(deg xwi)~^{d,w). Remarquons que 

MPic(E,)= □ KPic^(E,). 

(d,w))eZxiîi(REg,Z/2Z) 
w([RSg])=(i mod 2 

Comme nous l'avons noté dans la Remarque 3.7, lorsque d et ^«([MEg]) sont congrus à 
g — 1 modulo 2, le morphisme A'" est bien défini sur F~. 
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant. 
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Théorème 3.4. Soit (Sg,cs) une surface de Riemann réelle de partie réelle non vide. Soit 
d e Z et w e H^{RT,g,Z/2Z) tels que d = '^([MSg]) = 5 - 1 mod 2. Le fibré Det sur 
l'ensemble des fibrés en droites holomorphes réels de degré d et de partie réelle de première 
classe de Stiefel-Whitney w descend sur RPicJ^(Sg) en un fibré noté Det^. De plus, la 
première classe de Stiefel- Whitney de ce fibré est donnée par : 

wi{Deti) = A"" o fx. 

Comme nous l'avons déjà vu au §3.2, le fibré Det ne descend pas en un fibré sur M Pic(Sg) 

tout entier. En effet, si {L,cl) est un fibré en droites holomorphc réel, —1 en est un auto- 
morphisme holomorphe. Or comme nous l'avons déjà remarqué, —1 préserve les orientations 
de Det(L) si et seulement si deg(L) + 1 — g est pair. Ainsi, le fibré Det ne descend que sur 
les composantes de MPic(E(,) formées des fibrés dont le degré est de même parité que g—l, 
et le Théorème 3.4 donne sa première classe de Stiefel- Whitney. 

Pour étudier l'autre cas, nous fixons un point p G MS^ et considérons le fibré Detp sur 
M/:(Sg) de fibre A"^^^ L)+i) ® A'^^ L)+i)* ^ MLp au-dessus de (L,cl). 

Pour w G H^{RT,g,Z/2Z), notons Wp G iî'^_i(MSp, Z/2Z) l'unique classe égale à w 
partout sauf peut-être sur la composante de WÊg contenant p. Nous pouvons maintenant 
énoncer la suite du Théorème 3.4. 

Théorème 3.5. Soit {T,g,CY,) une surface de Riemann réelle de partie réelle non vide et 
soit p un point réel de S^. Soit d & 2, et w & ii'-^(MSp, Z/2Z) tels que d = î/;([MSg]) = g 
mod 2. Le fibré Detp sur l'ensemble des fibrés en droites holomorphes réels de degré d et 
de partie réelle de première classe de Stiefel-Whitney w descend sur M Pic^(Sp) en un fibré 
noté Detp,j„. De plus, la première classe de Stiefel-Whitney de ce fibré est donnée par : 

Avant d'entamer la démonstration notons d'après la Remarque 3.1 qu'en déplaçant le 
point p sur une autre composante connexe de MS^, on ajoute co à la classe du Théorème 
3.5, où c est une courbe simple globalement invariante par cs et reliant les deux composantes 
connexes de MT,g en question, et pour tout a G i7i(R Pic(Sg), Z/2Z), co ^(a) = (/i(a))(c). 

Soulignons d'autre part que si le fibré Detp est défini comme un produit tensoriel de Det 
avec MLp sur M>C(Sg), ce n'est plus le cas pour Det^ p sur MPic^(Sg). 

Démonstration des Théorèmes 3.4 et 3.5. Prenons une base symplectique réelle de Z) 
avec p comme point base. Choisissons un fibré vectoriel complexe {N, cn) de rang un sur 
(Sg, Ce). Posons d = deg{N) et'W = wiCRN). Nous savons qu'à chaque opérateur de Cauchy- 
Riemann sur N correspond une unique structure holomorphe et réciproquement (voir [15]). 
Nous avons donc un isomorphisme 

MPic^(Eg) ^ RCj{N)/RGL{N) 

De plus, le tiré en arrière du fibre Dct(A^) par cet isomorphisme est le fibré Det. D'autre part, 
le lacet dans RCj{N)/RGL{N) engendré par un automorphisme / G RGL{N) associé à une 
courbe a G iîi(Sg,Z)+i est envoyé sur un lacet de monodromie a^^ G F~ . Les Théorèmes 
3.2 et 3.3 nous permettent alors de conclure. □ 

Exemple 3.3. — Prenons par exemple le cas du genre g = 1. Chaque composante 
MPicf,(Si) est alors un cercle auquel est associée une monodromie ±f, où / est une des 
deux fonctions de la famille B construite au §3.1.1. Comme nous supposons que la partie 
réelle de Si est non vide, celle-ci a une ou deux composantes. 
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Lorsqu'elle en a deux, la courbe est séparante. Si d est pair, alors w ala, même valeur 
sur chaque composante de MSi. Si nous appliquons alors le Théorème 3.4 en utilisant le 
Théorème 3.2 et l'Exemple 3.2, nous avons 

w;i(Detî[,)([MPic^(Si)]) = ^-(/) = 1 - u;([MSi]o) 

et nous voyons que le fibré déterminant est orientable exactement sur les composantes du 
groupe de Picard où it; 7^ 0. Si (i est impair et p un point sur la composante où w est non 
nulle, alors Wp = et de même que ci-dessus, le fibré Det^ n'est pas orientable. Si p est 
sur la composante où w est nulle, alors Det^^ est orientable. 

Lorsque REi n'a qu'une seule composante, la courbe n'est pas séparante. En raisonnant 
comme précédemment, lorsque d est pair, et le fibré déterminant n'est orientable sur aucune 
des composantes du groupe de Picard. Lorsque d est impair, Wp est nulle et Det^ n'est pas 
orientable. 

Remarque 3.9. — Nous avons en fait calculé la première classe de Stiefel-Whitney du 
déterminant de la cohomologie de la partie réelle des fibrés universels de Poincaré décris par 
Biswas et Hurtubise dans [5] lorsque la courbe (Eg, cs) est de partie réelle non vide. 
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